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PROLOGO

Acabas de tomar en tus manos una herramienta de trabajo.
Un libro o unos apuntes que recogen el dfa a difa de la prdctica
escolar en un drea que suele parecernos drida, fea, excesiva-
mente fria y por eso mismo arrinconable, que se toca de pasa-
da, g la fuerza, porque no hay mds remedio; porque las cuen-
tas son iitiles, o porque, si el maestro es muy aficionado a los
numeros, puede resultar grato transmitir el gusto de resolver
problemas o de legar al resultado correcio de cualquier ope-
racion. Pero ya han pasado los tiempos de estas actitudes y el
que mds como el que menos sabe que ya no es serio autoenga-
Aarse haciéndonos creer que eso, aguello, lo anterior carica-
turizado, es la matemdtica.

Cudnta angustia somos capaces de sentir cuando en un
principio de curso no sabemos cdmo cogerle los cuernos al to-
ro de los algoritmos y cambios de base, He aquf una herra-
mienta itil; no serd una panacea, pero sf una herramienta de
gran ayuda. No se quiera ver en estas pdginas dogmas y-cuer-
pos de doctrina; no, nada de sectas y pontificaciones; sélo se
buede leer el método y lo diddctico de unas experiencias que
la solera del tiempo ha podido testificar su validez. No es un
libro para confirmar grandes teorfas sino para ayudar en el
camino al compafiero; es un guifio amable de trabajador a
trabajador, de maestro a maestro. Es el compendio de
muchas horas de trabajo, consultas y reflexiones; es un carni-
no fdcil y natural (de naturalidad y naturaleza) de introducir
conceptos y ajusiar pensamientos [0gicos. Es una forma de
leer conscienternente el lenguaje interno de las estructuras



matemdticas, de operar con cifras viendo y tocando los ni-
meros y las cosas o las cosas y los niimeros; es leer el esfuerzo
que supone haber reunido en lineas y hojas la necesidad de
cambiar la diddctica de la imposicién por la diddctica de lo
cientfico que siempre comporta un sentimiento de lo ludico,
«pues es belleza, lo encierra
~ «toda verdad y toda ciencia»

Es, sobre todo, ayudar a poner las bases de lo que serdn des-
pués personas equilibradas con cabezas criticas. Se trala de
ajustar el fundamento de posteriores construcciones, cimien-
tos claros para edificios humanos...

¢ Quién ha dicho que la matemdtica es fria, que no es hu-
mana?, (Acaso la poesia no es el ritmo y el ritmo la medida
del tiempo? ;No es el ritmo la vida misma, el movimiento, el
tric-trac inmortal, que juega y armoniza con el universo todo,
con el cosmos,...7? '

No podia ser de otra forma. S6lo en nuestro Sur andan a la
par, imbricados, el espiritu de geometria y el esplritu de
poesta...

Paco Gallurt
Milaga, verano del 85

PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Cuando un trabajo’ modesto, como el presente, sufre la
prueba de agotar su primera edicién provoca en el autor un
ambiguo sentimiento de responsabilidad y ambicién, Respon-
sabilidad por la incidencia e influencia que ejercen en olros
maestros las opiniones y experiencias que el texto encierra.
Ambicién por cuanto es tentadora la ilusién de hacer un libro
definitivo, «el libro», de una determinada diddctica de la ma-
temdtica. Responsabilidad y ambicién que conducen a querer
hacer un verdadero tratado.

Pero ello es imposible. De un lado, el autor, maestro, se ve
a si mismo como un trabajador de la escuela, incapaz de ma-



yores empresas. De otro, razones econémicas (la editorial es
pequefig y no estd sobrada de fondos) impiden confeccionar
ese hermoso y perfecto libro que diera cumplida satisfaccién.

Consecuentemente, la opcién tomada para esta segunda
edicion ha sido la de reimprimir el texto en la version original
con dos modificaciones: una, corregir algunas erratas; oira,
afladirle un anexo, - «INVESTIGAR EN DIDACTICA DE
LAS MATEMATICAS». ‘

A) Correccién de algunas erratas. Entre los muchos defec-
tos de la primera edicion destacan, visiblemente, los tipogrd-
ficos, El libro estd repleto de erratas: signos de puntuacion
mal colocados en abundancia, terminaciones de palabras
Jrases entrecortadas, etc., elc.,

Corregirlas todas hubiese implicado hacer una impresién
nueva, lo que es econdmicamente costoso. Asi pues, se ha op-
tado por rectificar mediante una «fe de erratas» que se adjun-
ta al final del volumen, sélo aquellos pdrrafos o términos cu-
ya no correccién hace ininteligible el mensaje del libro o que
induce a interpretaciones no deseables.

Esperamos que el lector sea comprensivo y sopbrte fos ain
innumerables errores que permanecen en el lexto.

B} Anexo. La razén de publicar este libro fue la de querer
extender enltre el resto del profesorado una concepcién de la
escuela y, en concreto, de la enseflanza de la matemdtica fra-
guada en la tradicion de la pedagogia de la Escuela Moderna.
La comunicacidn de tal concepcion de lg enseflanza de lg ma-
temdgtica precisaba dos requisitos. Uno, la elaboracién de un
breve, asequible y coherente basamento tedrico. Otro, la ex-
posicién de algunas experiencias que, a modo testimonial,
fuesen ilustrativas de los posicionamientos tebricos y cuya
lectura ayudase a 1os maestros en el duro trabajo de enseflar
matemdticas.



Obviamente, ni las ideas originales ni el enfoque global
fueron obra exclusiva del autor sino fruto de la contrastacion
continuada del trabajo en el seno del colectivo al que pertene-
ce. :

Tanto la elaboracion tedrica como las experiencias que se

" narran son, -y tienen la expresion tipica-, de principios de la

década presente. Sin embargo, hoy, cuando el lenguaje ‘de

moda es otro y la obsesion por la racionalidad y la eficiencia

ha ido en aumento en algunos sectores, parece tener mds vi-

gencia, si cabe, la propuesta que este texto contiene. Sobre io-
do en lo tocante al rol del maestro.

El papel gue ha de jugar el maestro en la diddctica que agui
Se propone es una preocupacion constante a lo largo del libro.,
En el primer capitulo, II a), se le valora como constructor de
su propia diddctica y, al final del mismo, se le sugieren unos
pasos para ello. En- capitulos siguientes, las experiencias
narradas muestran el mismo perfil de profesor, Poriiltimo, el
capitulo final da unas pinceladas sobre un método de trabajo
investigativo del propio maestro.

A pesar de ello y al hilo de algunas discusiones actualmente
en boga, nos ha parecido conveniente adjuntar un anexo titu-
lado «INVESTIGAR EN DIDACTICA DE LAS MATEMA-
TICAS». En él vertimos algunas precisiones sobre la «investi-
gaciény y sobre la «investigacion en matemdticas»; ademds,
se hace una exposicion algo detallada del método de trabajo
que hizo posible la realizacion de las experiencias aquf narra-
das, Método de trabajo conocido por guienes han participa-
do con nosotros en seminarios y grupos de trabajo y cuyo co-
nocimiento puede ser util a otros profesores.

Manuel Alcald
Milaga. Marzo de 1988
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El mayor problema que afecta a la ensefianza de las mate-
maticas es el hecho de que la inmensa mayoria de los ense-
fiantes rehusan encarar tal ensefianza con actitud personal
creativa, a pesar del reconocer las dificiencias y los malos
rendimientos de su labor. Ante las dificultades que en-
cuentran en afrontar la situacién optan por asirse al salvador
libro de texto o «gula didacticay, haciendo omisién de sus
propias y personales posibilidades. Pero, efectivamente, el
libro de texto al respecto o la guia es un material que por su
naturaleza estandar y homogeneizante pretende ser eficaz en
todas las escuelas y adaptarse a todos los grupos de nifios re-
sultando con ello que e¢s ineficaz para cualquier grupo
concreto. .

Hemos de compartir la idea de que la didactica que cada
grupo de nifios precisa tiene que ser o recreada en contacto
directo y en funcién de los individuos concretos a los que va
destinada. La labor-de esa creacién corre a cargo del ense-
fiante fundamentalmente. En las paginas siguientes de un
modelo de creacidén didactico en el que los alumnos son
participes del mismo. Por su propia naturaleza el modelo de
creacién que suscribimos sélo es concebible dentro del mar-
co pedagobgico de una escuela viva.

Hay dos vias para la elaboracion de cualquier didactica,una
tedrica, que se apoya en las ciencias anexas a la Pedagogia;
otra de procedimiento inverso. Empecemos por la primera de
ellas.

Para conseguir nuesiro objetivo precisaremos tomar en
cuenta los diferentes factores que puedan confluir en ello,
que pueden agruparse del siguiente modo:

A) CONOCIMIENTO DE LOS ALUMNOS

B) ESTUDIO DE LOS DIFERENTES METODOS, TECNICAS
Y MATERIALES UTILIZADOS.

C) ELECCION DE UN MARCO PEDAGOGICO
D) ESTUDIO PORMENORIZADO DE LOS ALUMNOS,

E) POSIBILIDADES DEL AULA Y DEL MEDIO EN QUE NOS
ENCONTRAMOS.
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A) CONOCIMIENTO DE LOS ALUMNOS

Tendremos que recurrir a la Psicologia tanto Diferencial como
Evolutiva para tener una idea, siquiera global, de cémo es el ni-
fio, el individuo, en esa etapa de su vida; sus intereses, nece-
sidades, conductas mas frecuentes. Con seguridad, nos inte-
resara aun mas el nifio en cuanto sujeto que aprende por lo
que habremos de recurrir a la Psicologia del Aprendizaje-y a
las investigaciones que consideremos convincentes sobre el
particular. ’

Habitualmente €l maestro afronta su trabajo con un bagaje
de informacién de psicologia infantil que podriamos denomi-
nar «de sentido comuan». Y aun cuando sus estudios de carre-
ra le dotaron de algin conocimiento acerca de las corrientes
psicologicas, no parece hacer uso de él pues recurre a sus
propias intuiciones sobre como son los nifios y como apren-
den. Sin embargo, esc no parece ser suficiente.

Es un hecho evidente que toda didactica se apoya en una
Psicologia bien construida. Todos los grandes pedagogos
han intentado siempre fundamentar sus posturas en teorias
psicologicas tomadas de otros o creadas por ellos mismos.
Dewey, Freinet..., asi lo hicieron. Hoy podemos decir que ca-
da corriente pedagbgica se apoya en un ¢uerpo de principios
psicologicos para justificarse y justificar su didactica.

Hay quien afirma- que las did4cticas del movimiento Es-
cuela Nueva han ido perdiendo vigencia debido a'su insufi-
ciente fundamentacién psicolégica.

Por el contrario, actualmente la Psicologia pone al servicio
de la educacion un conjunto de investigaciones y teorias mas
avanzado y firme que lo disponible hace setenta afios.

Estamos de acuerdo en que todas las didécticas que toman

a la Psicologia como su soporte fundamental se construyen:

—En funcién de la naturaleza sicolégica del sujeto, es

decir, en funcién de como el pedagogo conciba los mecanis-
mos conductuales y de aprendizaje de los alumnos.
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—0O bien en funcién de la naturaleza sicoldgica de los co-
nocimientos a adauirir. Es el caso de algunas didacticas que
intentan apoyarse en los trabajos de Piaget.

Evidentemente en ambos casos se produce un reduccionis-
mo. Ademas la Psicologia no es una. Dentro del campo de
esta ciencia hay diferentes posturas, diversas corrientes o es-
cuelas, determinfdas tanto por los resultados de sus investi-
gaciones como por la concepci6én de sus defensores sobre la
naturaleza tltima de la ciencia y de lo social.

Los maestros, a mi entender, debemos optar, aun a sa-
biendas de que ninguna escuela psicoldgica merece ser_des-
calificada, pues la verdad es amplia y no puede ser -agotada
por ninguna perspectiva o interpretacion; pero si estara con-
dicionada nuestra eleccién por la concepcién de escuela que
tengamos y por los objetivos que nos propongamos alcanzar.

Reduciendo nuestro discurso al Ambito especifico de la di-
dactica de la matemdtica constatamos la existencia actual de
bastantes aportaciones que pueden ser clasificables, creo, en
dos grandes grupos:

—Uno, sustentado en posiciones conductistas, que fue
del agrado oficial desde los afios 70 y que se encuentra en
retroceso.

—Otro apoyado en perspectivas cognitivas ya america-
nas, ya europeas, y que esta tomando auge.

Tanto lo proveniente del campo de la pedagogia Freinet
como de la escuela soviética no es encajable en ninguna de
los dos grupos anteriores.

B) METODOS. TECNICAS. MATERIALES.

El estudio de diferentes métodos, técnicas y materiales se
nos hace necesario como paso previo a la construccién de
una didéctica por el hecho de que nos proporciona gran infor-
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macién sobre el trabajo que podemos hacer, cdémo llevarlo a
efecto y con qué materiales. No parece ser posible una ense-
fianza adecuada si el maestro no posee un conocimiento pre-
vio de técnicas que habra de emplear, de utensilios conve-
nientes ya contrastados y del método a seguir. Lo que no sig-
nifica que debamos conocer todo lo realizado hasta ahora en
la ensefianza de las matematicas.

Pasada ya la época de reestructuracién y reformulacién de
la ensefianza de la matematica a nivel internacional, las dife-
rentes orientaciones de dicha ensefianza tienen como base la
psicologia en la que se fundamentan (y a la que acuden para
justificarse) y el marco pedagdgico en el que se pretenden si-
tuar. En este sentido encontramos posiciones dispares: des-
de aquellas que defienden programaciones lineales estrictas
en las que la «materia a aprender» esta l6gicamente ordenada
y descompiesta en pequefios items que el alumno ha de se-
guir paso a paso, hasta aquellas otras de tipo espontaneista
que cobvian cualquier programacién previa y estructuran su
trabajo sobre la base de experiencias vitales del grupe de
- alumnos. Ambos tipos se justifican con cantidad de argu-
mentos y publicaciones.

Los materiales a emplear (mAquinas de ensefiar, fichas in-
dividuales programada, manuales programados, etc, para el
primere de ellos, material diverso propio del entorno, para el
segundo) estan en funcién de las metodologias, de los cami-
nos a seguir. :

Obviamente hay mas opcicnes que las mencionadas y bas-
. tantes materiales publicados. Conocer las diferentes tenden-
cias, técnicas v materiales nos conduce a una seleccién por
parte nuestra. La experimentacién del camino elegide, con
sus técnicas y materiales es 10 que nos pondra en situacion de
reafirmarnos en nuestra primera opcién o de desecharla ha-
biéndola contrastado con otras. O bien de intentar crear una
op¢ion propia v exclusiva para el grupo de alumnos a nuestro
cargo.
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C) MARCO PEDAGOGICO

La historia de la Pedagogia nos ensefia cdmo las corrientes
pedagé6gicas que han ido surgiendo a través del tiempo, han
estado en funcién tanto de la evolucidn cientifica y social, co-
mo ‘de la ideologia de sus promotores y defensores (toda
pedagogia ha procurado sustentarse sobre bases cientificas v
dar una respuesta a las necesidades de la época, no incurrien-
do en una ruptura de valores condenable).

Cuestiones como Ias siguientes estan en la base de cual-
quier pedagogia: qué es y qué debe ser la sociedad; qué es y
qué debe ser el hombre; que funcién se ha de asignar a la es-
cuela, cuél al maestro, qué valores y conocimientos se han de
transmitir y que disvalores erradican; qué modelo de nifio se
quiere conseguir; qué es educar..

Las respuestas dadas a dichas cuestiones constituyen el
médulo central de cualquier pedagogia.

La pedagogia no es entonces aséptica por mucho que se
intente adjetivarla de «cientifica» y «neutral». Para construir
una didactica de la matematica y puesto que la didactica tam-
poco es aséptica, hemos de situarnos en alguno de los mar-
cos pedagbgicos existentes, si es que yva no lo estamos (o
edificar uno propio) por cuanto el nifio es un «sujeto pedagd-
gico», es decir, un individuo total, al que hay que ver en to-
das sus manifestaciones y no exclusivamente «sujeto de
aprendizaje matematico». Hemos de plantearnos los fines y
medios de nuestra didactica especifica como subordinados a
los objetivos globales de la pedagogia que intentemos reali-
zar. De hecho, los caracteres especiales del trabajo de cada
maestro son expresién de un marco pedagégico previo en el
que estd situado, sea consciente de ello o no.

D) ALUMNOS, AULA, ENTORNO
Es posible concebir una didactica tedrica de la matematica

apoyandonos en los factores sefialados en los tres apartados
anteriores: Psicologia, Metodologia, Pedagogia. Pero inde-
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fectiblemente fracasaria si no tuviera en cuenta lo mas impor-
tante: la condicion de los niiios con los que se va a trabajar y
las posibilidades de aprendizaje que ofrezca el entorno en el
que viver.

Por condicién de los nifios entiendo: los niveles de de-
sarrollo en los diferentes aprendizajes, sus intereses y apeten-
cias, sus capacidades, sus conductas en el grupo. .

Por posibilidades de aprendizaje entiendo: las
caracteristicas del aula, los materiales disponibles, el medio
(rural, industrial, urbane, suburbial, etc.,) la estimulacién fa-
miliar.

Si hemos de concretar la elaboracién de una didactica ade-
cuada habremos de invertir ahora el camino recorrido: el or-
den de los factores A, B, C, D, hemos de cambiarlo, una vez
adquirido conecirmientos sobre ellos, y poner toedo en funcién
del altimo de ellos. Es decir, conocida la realidad (alumnos,
medios, posibilidades) y hecha la eleccién de un marco peda-
gogico, seleccionaremos aquella metodologia, aquellos ma-
teriales y técnicas que consideremos idéneos.

Con ello podremos trazar las lineas maestras de una didac-
tica.

Hemos llegado hasta aqui obviando dos factores importan-
tes:

—Uno el conocimiento de la materia por parte del maestro.

—Otro, los propios alumnos en la dindmica del aula,

El primero de ellos, «saber matematicas», lo vamos a dar
por supuesto; el segundo es de la mayor importancia: todo el
acopio de informacidbn que hubiéramos conseguido nos
habria servido para elaborar un plan general de trabajo con
sus contenidos, pasos y objetivos; pero el factor determinan-
te para su puesta en practica es el ambiente creado en el aula.
y es aqui, en el aula, en el contacto directo con los alumnos,
donde se percibe como superfluo el procedimiento de cre-
acion antes descrito. El teorico de la educaciodn, el «cientifico
de la pedagogia», se desenvuelven en un medio muy diferen-
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te al del maestro. Por eso mismo el camino que escoge para
la elaboracién de sus propuestas didacticas son, con frecuen-
cia, imposibles. de llevar a cabo. El maestro, a diferencia del
tedrico, recurre a otro modelo de creacién aunque también se
apoye en las «ciencias» de la educacién.

No puede verse al alumno como sujeto exclusivo del apren-
dizaje matematico, el gusto de determinadas publicaciones.
Las didacticas de este tipo mas bien son procedimientos de
adiestramiento y el alumno, individuo que debe salvar las
trampas, las que el profesor le obliga puesto gue va estan
programadas para él.

Posiblemente si consi&eramos al nifio como un todo vital
enfocaremos nuestro trabajo desde una perspectiva global y
dindmica. Hablaremos de experiencias y situaciones. Un am-
biente en clase vivo, de libre expresién, de investigacién, co-
mo el que pretendemos en el marco de la pedagogia Freinet
induce al propio maestro a tomar, igual que los alumnos, una
actitud de investigacion. Es entonces cuando nos vemos le-
vados a poner en tela de juicio nuestra informacion y plan de
trabajo previo y, sumergiéndonos en la dindmica viva del gru-
po, iniciar la apasionante experiencia de ir construyendo una
didactica propia. Propia en este sentido, significa, peculiar de
este grupo de alumnos y del maestro, Se trata, pues, de ir
creando el conocimiento, no en funcién de presupuestos te:
oricos por muy necesarios e importantes que los considere-
mos, sino a partir' de la vida de la clase y en constante
confrontacién con la propia teoria.

La experiencia nos confirma que es necesario y posible cre-
ar o reiventar una didéctica en este sentido, aunque no sea
generalizable ni valida para todas las escuelas. En ello hay
ciertos pases que quisiera indicar:

1. Dejarse llevar por la dindmica antes mencionada del
aula, esto es, emprender aquellas experiencias, juegos e in-
vestigaciones que los alumnos proponen.
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2. Emprendida la experiencia, intentar estrategias (cier-
tos pasos, juegos, etc) que conduzcan al aprendizaje de de-
terminado concepto, al descubrimiento de algo nuevo para
ellos, o a la adquisicién de determinada habilidad.

3. Anotar posteriormente y fuera del aula, paso a paso lo
sucedido e interpretarlo, yendo mas allé de lo real.

4. Lo anterior nos conduce a ofrecer posteriormente al
grupo propuestas concretas elaboradas por nosotros a poste-
riori de lo observado y teniendo en cuenta las propias in-
terpretaciones de los alumnos.

5. Retomar la experiencia anterior y otra distinta siguien-
do las propuestas nuevas.

Nuestro trabajo, en esta perspectiva, consiste en guiar par-
ticipativamente ofreciendo propuestas, aportando materiales
ayudando a resolver situaciones, motivando. Tomar la cos-
tumbre de escribir lo sucedido en clase y reflexionar por escri-
to es fundamental para proseguir en nuestra propia investiga-
ci6n. Y si ademas colaboramos y contrastamos con otros
compafleros, estamos ciertamente en el camino que nos con-
duce a la realizacion de una didactica valida.

Los éxitos obtenidos trabajando de este modo nos reafir-
maran en nuestros presupuestos iniciales. Sin embargo la ne-
cesidad de subsanar errores o la intencién de buscar el mejor
modo posible de ensefiar nos reconduce a buscar mas infor-
macidn (la informacién no sélo esta en los libros} ya psicols-
gica, técnica o de otra clase. Y con ello describimos un
circulo en nuestro recorrido: del acopio de «informacion pre-
vio y programa de trabajo subsiguiente vamos a la realidad
del trabajo diario el cnal nos crea la necesidad de hablar, en-.
contrar, buscar mas informacion.
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El siguiente esquema puede servir de sinopsis de lo ante-

riormente escrito:

Acopio de informagién
psicologica, pedagdgica
metodoldgica v técnica

Busqueda de
mads informacion

——

—

Elaboracién y practica
de una didéactica

v

Did4ctica propia
Seguimiento y
contrastacién







Bases teoricas

de esta didactica
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Queremos proponer un modo de trabajar 1a didactica dela
Matematica algo distinto de lo habitual. Hace tiempo que ve-
nimos trabajando en este sentido. Los resultados obtenidos
nos reafirman en que ello es posible. :

La didéactica que proponemos y que a lo largo de estas pa-
ginas trataremos de -dibujar tienen fundamentalmente tres
notas caracteristicas.

a) Se apoya en hechos psicologicos evidentes constata-
dos por gran cantidad de investigadores.
b) Precisan de una actitud y disponibilidad concreta del
maestro.
- ¢£) Su practica necesita camb1os inprescindibles en la vi-
da del aula y en ]a organizacién de los aprendizajes.

A 1a bora de'construir una didactica es cierta la necesidad
de basarse en unos principios ya de tipo psicolégico, ya de ti-
po pedagdgico o didicticG Sometida a evaluacién dicha di-
dactica y efectuados los correspondientes—eambios, correc-
cioneg o sustituciones d1sp0ndremos con e} tiempo de algo
realmente valido.

Es asi como nuestro trabajo experimental ha evolucionado.
Hoy estructuraremos nuestra didactica alrededor de cuatro
puntos fundamentales:

I. MOYIMIENTO

I1. MANIPULACION

I, SIMBOLIZACION

IV. TANTEO. ACTITUD DE INVESTIGACION.
que trataremos de explicar brevemente.

1. MOVIMIENTO

Es conocido de todos la movilidad de los alumnos, dentro y
-fuera del aula. Ciertamente ¢l movimiento es una necesidac
infantil; de un lado la necesidad fisiologica del desarrollo
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fisico; de otro, la necesidad psicoldgica, relacional. Por otra
parte la psicolégia del aprendizaje nos hace observar la im-
portancia del movimiento en el descubrimiento-del espacio y
en la estructuracién y apropiacion del mismo (aspectos topo-
16gicos, métricos, etc).

Pues bien, los argumentos anteriores y la practica escolar
misma nos han conducido a considerar esa caracteristica im-
portante de la conducta infantil como factor fundamental en
el aprendizaje de nociones matematicas y en la estructura-
cién misma del pensamiento matemético.

Actualmente es consideracién comin tomar como eviden-
te el hecho de que para construir ciertas nociones espaciales
fundamentales: arriba, mas lejos, por fuera, etc, es importan-
te que los alumnos se muevan y las construyan a través del
movimiento personal. Sin embargo el movimiento parece ser
olvidado en el aprendizaje de conocimientos 10gicos o aritmé-
ticos.

Nosotros, por el contrario, tomarmos el movimiento como
factor fundamental en el aprendizaje de nociones logicas,
aritméticas y geométricas:

1) En la toma de conciencia de las propias acciones.
2) En la simbolizacién de acciones.
3} En la matematizacién de situaciones.

Tradicionalmente la didactica matemética ha tenido un tra-
tamjento estético al considerar que ¢l aprendizaje de no-
ciones o la ejercitacién del mismo necesita solo de papel y la-
piz, © a lo sumo alguna sencilla manipylacidén demostrativa
(contar bolitas, comparar, agrupamientos de estrellitas, etc)
No es que queramos oponer al estaticimo anterior un movi-
miento desenfrenado, pero si hacer notar que el acto didacti-
co implica la utilizacién de todo el cuerpo.

Quiza la vieja divisién entre aprendizaje manual (mévil) y
aprendizaje intelectual (estatico) responda a planteamientos
filos6ficos de tipo socio-politico que tomaban como hecho
social irreversible la division del trabajo. Pero si tomamos el
cuerpo como punto de referencia considerado en su globali-



Bases tedricas 25

dad y ademds optamos por una psicologia dindmica del
aprendizaje es posible que olvidemos la antinomia antes men-
cionada.

Mais aun, es considerando al individuo de la interiorizacién
de las acciones y de la coordinacién de esas acciones inte-
riorizadas, es factible coincidir en lo qué queremos indicar al
poner como base de nuestra metodologia la nocién de MOVI-
MIENTO. Movimiento es algo mas que un mero «que los ni-
fios se muevan» 0 «que los nifios muevan objetos». Advirta-
mos que la accidén es mévil porque proviene de nuestra propia
existencia.

Se dird que el pensamiento mafematico es otro, o bien,
que la l6gica es algo definido y ¢ abstracto que no tiene que
ver con el espacio, con el tiempo 0 con €l movimiento. Quiza
sea verdad pero lo que nos interesa es la formacién del pen-
samiento matematico a partir, claro estd, de las situaciones,
vivencias, y acciones primeras y posibles de matematizacién.
No es la ciencia sino la construccion, por parte del nifio, de
los peldaiios elementales de esa ciencia lo que nos preocupa.

. II. MANIPULACION

Gracias a la filosofia empirista conocemos la importancia
de las sensaciones y de las percepciones para €l conocimien-
to en el hombre. Conocemos, y los nifios aun mas, tocando,
palpando, deformando los objetos,..

Sin embargo, el pensamiento, mejor ain, ¢l pensamiento
matematico no es posible construirlo sélo a partir de datos
sensitivos o perceptivos sino. sobre la toma de conciencia de
hechos o acciones y la posterior coordinacién de los mismos.

Mapipular es una necesidad infantil tanto lidica como de
movimiento. Partiendo de esta consideracidén como evidente,
asi como de la precedente, tomamos como punto fundamen-
tal para la adquisicién de nociones matematicas la manipula-
cién de objetos, ya sean diversos ya sean preparados para un’
fin determinado. Manipular objetos sirve para conocerlos pe-
ro no es nuestro objetivo en matematicas el conocimiento en
si de los objetos sino algo superior:

— Las relaciones que establezcamos entre ellos.
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— Las acciones que hagamos con ellos.
— La toma de conciencia de las relaciones y de las ac-
ciones. .

Esa toma de conciencia aparejada con su expresion, ya sea
verbal, va sea grafica o simbdlica, producida a consecuencia
de la manipulacién de objetos es el comienzo imprescindible
en el aprendizaje de gran parte de los conceptos y opera-
ciones matematicas.

MOVIMIENTO Y MANIPULACION son hechos indiso-
ciables en multitud de ocasiones.

;Cual es el material Optimo para manipular? No parece cla-
10 que sea solo el material estructurado, aungue en el merca-
do haya alguno de indudable calidad como el de Dienes o el
de Guissenaire. Como tampoco parece claro que los partida-
rios acérrimos del uso siempre de material no estructurado
lleven razdn. Somos partidarios del uso de todo tipo de ma-
terial ambiental, sin excluir para determinados casos el
estructurado comercializado, porque ponemos el acento en
el sentido de la actividad que el alumno realiza, en la toma de
conciencia de 1o que realmente efectia con el material y en
su transcripcion simbolica posterior. El material por si s6lo no
construye los conceptos.

De la pedagogia intelectualista en la que !a manipulacién
de objetos se veia como algo innecesario e incluso como aje-
no a la estética y excelsitud del pensamiento matematico, se
ha ido pasando a una pedagogia activa en la que se recurrié a
los objetos para demostrar al alumno alguna propiedad de de-
terminada operacion, o bien como apoyo para la memoriza-
cion de algoritinos. Es esta una pedagogia que mantenia los
antiguos presupuestos filosoficos de la educacién pero que
se apoyaba en evidencias psicoldgicas para alglin tema pun-
tual. .

Mas alld de ambas visiones nosotros queremos tomar el
concepto de MANIPULACION en su sentido més amplio y
ponerlo en el ceniro de nuestra metodologia con un significa-
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do diferente. Manipular, asi lo entendemos no es s6lo mane-
jar objetos,

Si un primero, necesario e inevitable paso es el conoci-
miento de ciertos obietos de nuestro entorno, un segundo
paso es el establecimiento de ciertas relaciones entre ellos o
bien la ejeciicion de determinadas acciones y construir la ma-
tematica a partir de esas relaciones y acciones.

El término «objetos» no designa solo pledrecitas, bolas o
gomets; es extensible a los propios alumnos, a las mesas y
sillas del aula; es decir, a todo aquello que el alumno pueda
poner bajo su voluntad y manejarlo a discreccion. Mas ade-
lante, siguiendo la evolucién propia del desarrollo de cada ni-
fio, los objetos no son sino sucedaneos de objetos reales, esto
es, representaciones de objetos que nos remiten a las cosas re-
ales de modo paralelo a las acciones. Estas, en principio, se eje-
cutan, realmente; con posterioridad, es decir, ya interioriza-
das, su evocacion es suficiente, generalmente, para la reflexién
sobre ellas.

En un nivel superior, los conceptos matematicos
construidos (nimeros, operaciones, etc), son considerados
1gua.lmente objetos y se juega con ellos efectuando opera-
ciones al margen de los hechos reales.

MANIPULACION, es necesario puntualizar, no significa
entonces exclusivamente, el manejo de objetos reales sino
algo mas, como arriba se ha indicado. Del mismo modo el
término OBJETOS no se constrifie al de cosa palpable.

Es conveniente, por otra parte, distinguir entre manipula-
cién demostrativa y manipulacién investigadora.

Cuando para la explicacion de algun concepto o algun al-
goritmo el maestro recurre a cierto material con la intencién
de apoyar su explicacién, nos movemos dentro del ambito de
lo que podriamos denominar manipulacidon demostrativa o
ilustrativa. Sin embargo cuando el profesor pone a disposi-
cidn de los alumnos algiin material, se juega con €l y se inicia
un camino de bisqueda de propiedades de clasificaciones,
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de relaciones entre los elementos, ect., estamos en el &mbito
de la manipulacién investigadora. Y es esta idea de manipula-
cion la que nos interesa y la que ponemos como punto funda-
mental de nuestra didactica.

MOVIMIENTO Y MANIPULACION son dos aspectos esen-
ciales de la conducta humana al mismo tiempo gue dos pila-
res basicos en el nifio para la aprehesion del medio que le ro-

" dea. Nuestro trabajo como pedagogos consiste en apro-
vechar esas ensefianzas que nos aporta la psicologia del
aprendizaje v construir una didéctica de la matematica utili-
zando dichos pilares.

No esta demas insistir en que la ensefianza de las matema-
ticas adolece de un excesivo simbolismo que el profesor hace
«ingerir» a los alumnos. Se hace necesario dar paso a 1a expe-
riencia, a la manipulacidn concreta incluso en temas del C,
Superior (enteros, fracciomes, ecuaciones, areas...,) como
miés adelante tendremos ocasién de exponer.

I SIMBOLIZACION

Teniendo en cuenta lo dicho sobre MOVIMIENTO Y MA-
NIPULACION se puede colegir que el aprendizaje matemati-
co, al menos en los cursos iniciales, se basa en acciones re-
ales. Partimos de la idea de que una operacién matematica a
nivel infantil, es, en un principio, una accién, que puede real-
mente efectuarse con el cuerpo y/o con objetos.

Una accidn es matematizada construyendo el lenguaje
apropiado para su expresién y su consecuente representa-
cién grafica que acaba en nociones estandar con nhmeros,
letras y otros signos. El lenguaje matematico que nace de es-
te modo se convierte en mediador entre el pensamiento y la
accién. Al proceso de construccién del lenguaje matematico
es a lo que llamamos proceso de SIMBOLIZACION.

Por su propia naturaleza el proceso de simbolizacién tiene
un tratamiento colectivo, esto es, el grupo va paulatinamente
creando el codigo.
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Tomemos como ejemplo la simbolizacién de la resta o de
cualquier otra operacién que se cita mas adelante. En la sim-

bolizacion de cualquiera de ellas se observaran unas ¢onstan-
tes:

— Primero manipulacién de material o bien narracién de
una «historia-problemas 1nventada o efectivamente
sucedida.

— Después representacién grafica de lo realizado con el
material o de la «historia». Si bien las representa-
ciones primeras son de tipo figurativo progresiva-
mente van consiguiendo ciertos esquematlsmos

— Las representaciones expuestas en la pizarra, son dis-
tintas y el grupo selecciona la que ¢onsidera mas con-
veniente. - Este proceso de progresiva seleccion
concluye en un Unico signo y una {nica expresién
simb6lica para todo €l grupo.

kal

— El dltimo eslabén del proceso es el trabajo exclusiva-
mente a nivel simbolico ¢on los signos que el grupo
haya hecho suyos.

Paulatinamente las expresiones simbolizadas, que nacieron
de situaciones reales, tienden a sustituir a la accion efectiva
misma, tomando de este modo vida. propia. Si al principio el
trabajo matematico estriba en la construccién de las expre-
siones simbolicas de ciertas acciones mas tarde se trabaja,
s0lo sobre las expresiones mismas, lejos ya de la accidn. la
matematica deviene de este modo en un lenguaje especifico
creado por los propios alumnos; lenguaje que, ain haciendo
referencia a lo real por haber nacido de la realidad, tiene
autonomia por si mismo. Llegamos con esto al final del pro-
ceso: servirse del lenguaje colectivamente ¢reado para operar
con él; entonces una operacidon matematica no puede verse
ya ¢omo una accién interiorizada sino ¢omo una coordina-
cién de relaciones entre signos.
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Consideramos la matemaética como un lenguaje. Desde el
punto de vista didactico tal consideracién tiene dos
caracteristicas:

a) La elaboracién de signos y de las normas que 1o rigen es
un proceso colectivo, una reinvencion o creacién del gru-
po de alumnos del aula que pone de manifiesto que el
lenguaje matematico es convencional, y por eso mismo
modificable.

b) El lenguaje asi creado, llega a convertirse en herramienta
para resolver una gran diversidad de situaciones y hechos.
los modos de utilizar la herramienta, es decir, el modeo de
resolver determinadas situaciones, también es conven-
cional.

La hipbtesis piagetiana sobre el isomorfismo entre estruc-
turas operatorias del sujeto vy estructuras matematicas ele-
mentales ha sido una de las mas fecundas pues ha dado lugar
a gran cantidad de investigaciones sobre el aprendizaje mate-
matico, sobre todo en los primeros niveles. Investigaciones
que han aportado conocimientos sicolégicos y sugerencias al
campo de la Didactica. Pero también, a nuestro juicio, han si-
do desgraciadamente la causa que ha llevado a disefiar didac-
ticas excesivamente psicologistas.

Nos conviene, por tanto, no incurrir en esos errores y
adoptar, no ya la perspectiva del psicdlogo o la del investiga-
dor de laboratorio, sino la del pedagogo, colocandonos en el
lugar del alumno y partiendo de aquello que el alumno parte:
la matematica es para él unos signos, un jeroglifico, un len-
guaje que no sabe descifrar pero que quiere conseguirlo. Para
nosotros, en nuestro trabajo escolar, se nos muestra mas fe-
cunda la concepci6n didactica de la matematica como un len-
guaje, al tiempo que aprovechamos las aportaciones que nos
parecen interesantes de otras disciplinas ajenas a la Didacti-
ca.

+Como construir el lenguaje matemdtico?. Invirtiendo
los términos de la pedagogia tradicional y suplantando la
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explicacion directa y el libro de texto por la invencién v el des-
cubrimiento colectivo de signos y expresiones apropiadas a
determinadas acciones o situaciones.

Desde el punto de vista metodolégico conviene enfocar el
trabajo desde la perspectiva de la «naturalidad del aprendiza-
je», es decir:’

—Aprovechar las situaciones que surjan en clase suscep-
tibles de matematizacion. '

—Apoyarnos en las estrategias primeras «naturales», es-
pontaneas, de resolucion de la situaci6n o del problema para
reconducirlas o profundizarlas. e

—Partir siempre de las representaciones gra'ﬁcas esponta-
neas o «naturales» para, sobre ellas y por convencién colecti-
va, ir construyendo el lenguaje simbolico propiamente mate-
matico.

Pretendemos con ello situarnos dentro del marco de la
pedagogia Freinet v ahondar en la linea de los «métodos na-
turales». Ahora bien, el término «natural» en lo que respecta
a situaciones matemadticas, estrategia de resolucién y simbo-
‘lizaciones precisa una matizacion: por «natural» no debe en-
tenderse aquello que es inmanente a la naturaleza humana, o
aquello que naturalmente emana de la actividad humana
pues hariamos uso de un lenguaje ambiguo toda vez que la
escuela es un medio artificioso, no precisamente «natural» y
que ademds, dificilmente pueden establecerse barreras entre
lo que es natural v 1o que no es.

Por «naturales» habremos de entender aquellos mecanis-
mos operatorios y aquellas representaciones simbolizadas
que surgen en los nifios espontdneamente, Ante una si-
tuacién o problema nuevo el nifio se apoya en modos de ope-
rar, en razonamientos, €N esquemas que ya posee ¢on ante-
rioridad y que forman parte de su manera de actuar y.pensar.
Que sean congénitos o adquiridos no nos importa. Lo impor-
tante es partir de lo que ya poseen los alumnos, de lo que son
capaces de hacer para posibilitarles niveles de desarrollo su-
periores.
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Sabemos que los mecanismos operatorios y el uso de sim-
bolismos son muy diferentes en la E.G.B. Asi, por ejemplo y
como en los capitulos siguientes veremos, los nifios de 6 a 8
afios tienden, en las primeras fases, a hacer uso de represen-
taciones figurativas inciertas y que en edades superiores la fi-
guratividad desaparece en favor de grafos y otros signos. Vé-
ase y compérese las experiencias de SUMAR o RESTAR con
la de los NUMEROS CON COMA. .

En otro sentido conviene matizar la «naturalidad del méto-
do. El lenguaje matemético es convencional, es un producto
cultural emanado de la actividad (saltamos la distincion entre
manual e intelectual); los nifios «por si solos» no llegan a la
creacion de dicho lenguaije, que no es sino una herramienta
que ellos van colocando al servicio de su propio pensamien-
to.

El maestro no tiene por menos que dirigirse, aiin con todas
las reservas que hagamos a esa palabra, la construccién co-
lectiva del lenguaje.

Tengamos presente que las estructuras logico-
matematicas no nacen de la experiencia fisica directamente,
la induccién experimental no determina al pensamiento
l6gico-matematico, ni tampoco, de modo inverso, la expe-
riencia fisica estd determinada por las estructuras 16gico-
mateméaticas. Esta comprobado que la formacién del pensa-
miento matematico tiene lugar en un proceso en el que se si-
multanean, se determinan -sincrénicamente ambos niveles.
;Qué papel juega en ese proceso el lenguaje?; (cudl es su im-
portancia?, ;crear el codigo y sus reglas de uso colectivamen-
te a la construccion de conceptos y esquemas operatorios
mateméaticos?. Cuestiones interesantes a las que esperamos
dar respuesta en otro trabajo. En éste permaneceremos en el
terreno de la diddctica resefiando debidamente la importancia
que debe darse a la creacién del codigo.

En resumen y contestando a la pregunta, partimos
siempre, tanto en los primeros niveles de la E.G.B. como en
los wltimos, de una accién o de una situaciéon problematica.
La resolucién de dicha situacién nos lleva a la expresion codi-
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ficada de la misma, codificacién que se hace en grupo. Esto,
que es lo que donominamos PROCESO DE SIMBOLIZA-
CION, se nos revela como clave en el aprendizaje matematico
en todos los niveles escolares, desde la construccion de la su-
ma hasta cuestiones como ecuaciones y niimeros enteros.

IV - TANTEO - ACTITUD DE INVESTIGACION

De los tres apartados anteriores puede deducirse que la di-
dactica que tratamos de practicar es una didactica de cre-
acién colectiva. Nos apoyamos en los principios de la
pedagogia activa pero, desde nuestro enfoque, ésta nos pga- -
rece insuficiente. . ‘

La matematica es, desde el punto de vista didactico, toma
de conciencia, creacion de lenguaje y descubrimiento. Es in-
vestigacion! .

“Una operacién matemadtica no se aprende si no es reinven-
tandola, construyéndola personalmente, Las relaciones espa-
- ciales, las relaciones ntiimericas, los diferentes modos de re-
solver problemas, ete, se aprenden efectivamente cuando el
- individuo los hace suyos, los asimila y los usa como propios.

y esto sucede s6lo cuando el alumno descubre personalmen-
.. te relaciones, coordina personalmente acciones, construye €l

mismo conceptos. Es decir, toma ante la matemadtica la acti-

tud de investigacion y descubrimiento que naturalmente to-
ma ante otros aspectos del mundo que le rodea.

La pedagogia tradicional considera la matematica esco-
lar como un saber codificado que cada alumno debia registrar
en su mente.

La pedagogia activa parte del mismo enfoque, pero se ayu-
da de materiales y de la actividad del alumno para que este re-
gistre ese saber codificado.

Nosotros no consideramos la matematica escolar como un
saber codificado que debe ser aprendido, sino como un saber
a recrear, ¢omo unos conocimientos codificados por los adul-
tos que pueden efectivamente ser descubiertos y codificados
por los propios alumnos; como un lenguaje a recrear colecti-
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vamente; como unos modos de razonar que se construyen

personalmente valéndose de los c6digos convenidos por el
grupo.

La actitud del alumno no es entonces la de receptor o re-
gistrador de conocimiento, sino la de investigador. Es el ges-
tor -de su propio aprendizaje, con la ayuda y los condiciona--
mientos que la escuéla le ofrece. .

Este enfoque de la actividad matemdtica, tiene obviamente
importantes consecuencias en lo tocante a programas, nive-
‘les, dindmica en aula, conducta de maestros y alumnos y de
utilizacién de textos. Consecuencias de las que més adelante
hablaremos.
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Cada didéactica requiere unos elementos que le hagan fac-
tible; orden y silencio, obediencia al maestro, libros de texto
programados etc. o bien, una dinamica grupal viva, mate-
riales que susciten la investigacidn, etc. -

La didactica que propugnamos necesita unos elementos que
pueden quedar agrupados en dos nucleos fundamentales:

— Clima de investigacitn. .
— Programacion.

T
A) GLIMA DE INVESTIGACION

Hemos visto en la introducci6n, que es necesario que el
alumno adopte ante la matematica una actitud investigadora.

Al maestro corresponde propiciar esa toma de actitud cre-
ando un clima de investigacién en e} aula que posibilite ¢l de-
sarrollo o el nacimiento de actitudes investigadoras:

Es necesaria, en este sentido, la ausencia de elementos co-
activos, provocadores de frustraciones, angustias y bloque-
0s. Castigos, notas y exdmenes son, casi siempre, elementos
de coaccidn que el sistema escolar pone a disposicién del ma-
estro y cuyas consecuencias son de sobra conocidas.

El uso del libro de texto de matematicas, mas aun en los ni-
veles inferiores, choca frontalmente con una didéctica de in-
vestigacidn cuyo objetivo sea el descubrimiento y comnstruc-
cion por parte del alumno. El libro de texto, o mejor dicho, la
ensefianza basada en el uso del mismo, pretende dirigir y
constreflir de tal modo el aprendizaje, que no le da posibilida-
des a la libre iniciativa del alumno y del grupo. A la directivi-
dad del clima autoritario, profesor y texto es conveniente
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oponer posibilidades de tanteo, de iniciativas individuales o
grupales. Partir de vivencias o de propuestas de los alumnos
y no del libro de texto o de la-inercia del maestro.

Disponer de materiales para matematicas es imprescindible
toda vez que el libro de texto pierde su espacio.

La distribucidn del tiempo escolar ha de ser diferente, No
puede seguirse un horario,rigido por razones obvias pero si
hay que tener presente que la matematica necesita un tiempo
exclusivamente para ella.‘'La ensefianza que pretendemos
tierie muy en cuenta los conceptos de globalizacién e interdis-
ciplinaridad pero, aun articulandose, en torno a eilos,
cuestiones como el aprendizaje de ciertas técnicas operato-
rias, o la simbolizacién de nociones o aspectos estrictamente
geomeétricos o aritméticos necesitan de un tratamiento exclu-
sivo en un tiempo dedicado especialmente a ellas.

B) PROGRAMACION

La eleccibn del objeto de investigacion estd en funcién
siemnpre de las propuestas de los alumnos.

Las propuestas varian de amplitud: van desde asuntos
puntuales como es querer «saber numeros grandes» hasta
otras de gran amplitud como «aprender a medir campos» 0
«hacer planos».

Sea cual fuere el objeto de investigacioén es necesario que,
determinado lo que se quiere investigar, el maestro haga un
disefio curricular modificable, con prevision de actividades y
materiales y tome él mismo actitud investigadora ante el te-
ma. El desarrollo del curriculum preparado inicialmente se ira,
con seguridad, modificando en funcion de la practica y orien-
tandose a metas no previstas surgidas a tenor de nuevas ini-
ciativas de los alumnos.

Una propuesta como por ejemplo «aprender a hacer ma-
pas», da ocasién de alcanzar bastantes conceptos geométri-
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¢os, 10 cual puede preveerse pero sera la practica lo que vaya
marcando el ritmo y la orientacién de los aprendizajes. Es
imprescindible, pues, desechar las programaciones estrictas,
con objetivos definidos de antemano por el texto o por el ma-
estro y que acaban siempre en evaluacion de lo conseguido,
por disefios abiertos, modificables y subordinados a las ini.
ciativas y expectativas de los alumnos.

i
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ESQUEMA METODOLOGICO GENERAL

Vamos a proponer un esquema-guja de actuaciones €n el
aula entiéndase dentro -del contexto e idea de escuela antes
dibujado que ha sido depurado a través de varios afios de tra-
bajo. Dicho esquema es considerado valido para todos los ni-
veles de E.G.B.

Veamos:

A) PARTIR SIEMPRE DE UNA SITUACION O HECHO O
PROBLEMA

La situacién o hecho es problematizado por el maestro,
que recaba su solucion. Unas veces sera real, surgida de la di-
namica de la clase: clasificar los materiales recogidos en una
salida al medio, formacién de equipos para competiciones,
etc,. La cooperativa de clase, la organizacién de una excur-
§i6n, la edicién de textos o poesias.., son ocupaciones apro-
vechables para el aprendizaje matemgtico.

Otras veces la situacion es propuesta por el maestro o por
algn alumno.

En ocasiones las situaciones son preparadas por el maestro
segiin el disefio que tenga previsto: pero a veces surgen
imprevistos que la habilidad del maestro los puede hacer
aprovechables; cumpleafios, repartos de caramelos, edades,
correspondencia escolar, etc.

B) INTENTO DE SOLUCION

Las situaciones, una vez problematizadas, requieren solu-
cién. La blsqueda de solucién puede ser individual, grupal o
colectiva,

/
't
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Es preferible un aprendizaje en cooperacién no excesiva-
mente individualizado, no sélo porque es mas eficaz, sino
también porque aviva la dinamica de la clase al tiempo que es
mas formativo. '

Si las soluciones son buscadas por el grupo -clase- la inter-
vencion del maestro ha de ser de moderador.

C) DISCUSION Y CONVENCION _

Se exponen las distintas soluciones o modos de resolucién
de la cuestién planteada. Por medio de sucesivos debates se
va conviniendo en signos, soluciones o manera de resolver,
una situacioén. Una vez convenido un sirmbolo, una solucién o
una técnica, el grupo de clase, la hace suya y én adelante se-
ra la utilizada por todos.

D) GENERALIZACION

Denominamos generalizacién al trasvase de un esquema
de resolucidén de una situacidén a otra, u otras situaciones si-
milares. La generalizacién es progresiva y depende funda-
mentalmente del trabajo individual del alumno.

De los puntos 1, 2 y 3 del esquema se puede extraer que el
modelo de funcionamiento es colectivo, por ser ello mismo
motivador, y que la actividad asi organizada tiene caracter de
creacion y/o de descubrimiento colectivo.

Pero lo fundamental en el aprendizaje es la bisqueda indi-
vidual, el descubrimiento personal, la extensién progresiva de
lo aprendido, la ejercitacién. Por eso, convenidas colectiva-
mente ciertas normas, simbolos o técnicas, incidimos en la
generalizacién: proceso de avances y reétrocesos pero
siempre de tipo individual. El trabajo de ejercitacion individual
es imprescindible,

La alternancia de momentos, de trabajo colectivo y de tra-
bajo individual esta siempre en funcién de la dindmica dela
clase y del progreso de cada individuo; no esta en funcién de
un texto o de un programa previo que necesariamente haya
de realizarse,
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LIBROS RECOMENDADOS

«La ensefianza del calculo» y «El razonamiento légico vy
matemético» de Freinet y de M. Porquet respectivamente,
editadas por editorial Laia son dos obritas representativas de
como se ha entendido la pedagogia de las matematicas en el
movimiento Freinet..

Las cuatro obras queé se citan a continuacién ofrecen sen-
dos enfoques cuyo contenido es importante conocer:

— «DidActica de la matematica moderna» de E. Castel-
movo, editorjal Trillas, México.

—«La matematica moderna en la Ensefianza Primaria» de
Dienes, ed. Teide.

—«Las matematlcqs, cOmo se aprenden, como se ense-
fian» de G. Mialaret en Pablo del Rio-Editor.

—«La ensefianza de las matematicas modernas» Piaget
y otros en Alianza Editorial.



Experiencias-
Operaciones

Las narraciones de experiencias en las
paginas que siguen tiene por objeto
ilustrar la metodologia de fondo. En es-
- te sentido la opcitn elegida ha consistido
en tomar grandes campos matematicos
escolares (fracciones, multiplicacion,
resta, etc) y desarrollarlos, es decir se-
guir el camino que recorren los alumnaos
en el aprendizaje de los mismos desde
que lo inician hasta que se considera
concluido.

En este tomo se tratan las cuatro ope-
raciones aritméticas basicas; el tomo II
estd dedicado a cuestiones de geometria
y temas de Ciclo Superior.
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SUMA

El proceso que acaba emn la operacion ADICION vy su inver-
sa, la SUSTRACCION, puede partir del trabajo cualitativo
sobre la realidad con colecciones concretas. Clasificaciones,
seriaciones y ciertas relaciones van sentando las bases de lo
cuantitativo. El trabajo sobre colecciones de objetos desenca-
dena sucintamente la curiosidad por lo cuantitative provo-
cando el surgimiento de relaciones como «hay mas», «hay
tantos como» etc, etc,. Y esa es la base para la construccién
de los primeros nimeros, cosa que debe hacerse bajo el enfo-
que de cardipacién. La orientacién y el lenguaje que perse-
gliinrmsmtilizar son conjuntistas.

Se puede objetar que no hay constancia, documentalmente
comprobada, de que la iniciacién a la ADICION precise de
un extenso prélogo de clasificaciones, seriaciones y nociones
conjuntistas pues con el trabajo con nimeros es suficiente.
Pues bien, sin 4nimo de polemizar, las razones por las que
preferimos ese trabajo previo son de dos tipos:

— Son actividades que van encaminadas a tomar concien-
cia de lo que hacemos con objetos o colecciones de objetos.

— FEl desarrollo de dichas actividades va proporcionando el
habito de simbolizar v trabajar con simbolos, aspecto éste
que es fundamental en el aprendizaje matematico.

Partimos en la clase de experiencias globales y de ellas
extraemos aquellos aspectos susceptibles de tratamiento ma-
tematico tomando como referencia la peculiar idiosincracia
del grupo de alumnos.

No partimos como es usual, de una ordenacién por temas:
conjuntos y relaciones, numeracioén, operaciones y por 1lti-
mo geometria,
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Nuestra atenciébn no se centra en el seguimiente de un
programa sino en la dinamizacién del grupo, en la base experi-
mental del aprendizaje y en la construccion celectiva del len-
guaje. Unas son experiencias globales de larga duracién como
las del calendario y las del seguimiento del crecimiento de las
plantas. Otras son puntuales, expontaneas O prepa.radas al
efecto por el maestro.

Sin embargo el aprendizaje matemético, creemos, requiere
en-determinades puntos un cierto grado de sistematizacion y
disefio progresivo, con un tiempo especificamente dedicado a
€l, sin que por ello se obstruya el sentido globalizador de la
pedagogia aplicada en clase.

Antes de entrar directamente en el tratamiento de la SUMA
como operacidn aritmética resulta conveniente ir creando al-
gunos conceptos previos, asi como cierto estilo del trabajo y
¢l lenguaje apropiado. Es por eso por lo que al iniciar el curso
primero del Ciclo Inicial es procedente enlazar con el trabajo
desarrollado, en Preescolar sobre clasificaciones, seriaciones
y construccion de los primeros nimeros. Hablemos, aunque
sea brevemente, de cada uno de estos tres puntos.

SERTACIONES. ORIENTACIONES. RITMOS.

Proponemos una forma de trabajar estas cuestiones inver-
sa a la habitual, aquella que queda reducida a la realizacién
de los ejercicios del texto. Asi pues, utilizaremos todo tipo de
material discontinuo, manipulable, que se haye en el ambien-
te propio de los alummnos: Chapas, botones, cromos, tapones,
monedas, etc.., ¥ también, si lo poseemos, material estructu-
rado y comercializado, por ejemplo, el de Dienes. Jugareimos
con el material libremente, alternando con juegos o activida-
des dirigidas. Con el tiempo iremos representando, simboli-
zando, lo que hacemos con el material y creando la forma
mas apropiada de expresar verbalmente lo que hacemos.
Cuando los alumnos hayan pasade por todo ese proceso es
cuando estarin capacitados para realizar ejercicios gra.flcos
de seriaciones.
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Hagamos por ejemplo, la experiencia de colocar a todos los
alumnos junto a la pared o en el patio segiin un determinado
orden: un nific-una nifia, un nifio-un nifia. Podemos pedir
que los alumnos sugieran otras formas ordenadas de colocar-
se. Sin duda que aparecen otras: Los nifios, una nifia.., uno
sentado, otre de pie, uno sentado, otro de pie..., tumbado, le-
vantado, tumbado, levantado.., etc. - .

Es conveniente trasladar a continuacion esas situaciones al
papel y representarlas. Un alumno propone una de las formas
anteriores v los demés la dibujan.

En situaciones como ésta aparece la necesidad de simboli-
zar, es decir, de «no dibujar de verdad» a los nifios y a las ni-
fias, sino de la forma més simple posible.

Si en clase disponemos de bloques 16g1c0s o algin material
similar podemos jugar al juego de «quién sabe el trucoy». Si-
tuados todosTos alumnos frente al maestro, (el suelo Iibre) és-
te coloca unas cuantas piezas en fila con una estructura, por
gjemplo, cuadrado- cuadrado-c1rcu10, cuadrado-cuadrado-
* circulo; cuadrado..

El alumno gque descubre «el truco» de colocac1én sale y po-
ne la pieza siguiente correspondiente; luego sale otro y asi su-
cesivamente. Este modelo de juego ofrece variantes y resulta
atractivo.

Hagamos acopio, por ejemplo, de chapas y tapones de
corcho y llevémoslos un dia a clase. Repartiremos el material
dando a cada uno un buen pufiado mezclade de ambos tipos
de material. El juego, esta vez, consiste en que cada uno em-
pieza a colocar su material siguiendo el que quiera, pero s6lo
pone unas cuantas piezas.

A una seiial, se corren todos un puesto de modo que el que
estaba construyendo su serie llega a la mesa de al lado y debe
continuar la que ya hay iniciada, previo descubrimiento de la
estructura.

Experiencias como las anteriores (en educacién corporal y
en plastica se suelen hacer otras de ritmos muy apropiadas)
van sentando las bases de la construccién, por parte de los
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propios nifios, de series y ritmos. Con estas experiencias se in-
tenta crear el sustrato vivencial necesario para el futuro tra-
bajo de nimeros y cantidades.

Resulta mas apropiado trabajar estas cuestiones con pe-
quefios grupos, sobre todo con alumnos mas débiles. Coja-
mos material, por ejemplo, el anterior -chapas, corchos- y dé-
mosle a los chicos. El maestro inicia una serie; cada chico la
imita en. su mesa o en el suelo y la contintia pero siempre es
aconsejable que la vaya verbalizando al tiempo que la realiza,
antes o después de ello. Este misnio tipo de manipulaciones
conviene sustituirlas por representaciones de modo que se lle-
ga a convenciones sobre el simbolo de cada objeto y se efec-
tuan va solo a nivel grafico.

Nos interesa tener en cuenta algunas observacmnes

A) Trabaja.r siempre prlmero a nivel real y percepuvo Des-
pués trasladar lo mismo a nivel grafico intentado convenir
colectivamente los simbolos. Cuando consideramos como
suficiente la base experimental entonces podrémos elabo-
rar fichas de trabajo personal que, a lo largo del curso,
iran resolviendo y que seran cada vez mas complicadas.

B) El modelo de serie que presentamos para ser continuado
debe tener dos ritmos y medio; o sufiente para que pueda
percibirse la estructura y quede abierta para inferir qué ob-
jeto ha de colocarse o dibujarse a continuacién.

Sean chapas, que representaremos asi: Q?
y corchos, &

Las series podrdn ser:
* 34 4 .34 3

. bB.0.5.008 4.
. PLOTEOF..

O bien otras semejantes.
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C) A veces conviene apoyar el ritmo de la verbalizacidén. con
sonidos, palmadas o gestos al modo como se suele hacer.
en educacién corporal. ‘

D) las ordenaciones crecientes (tamaifios; longitudes,
alturas...) y decrecientes son interesantes aungue no difi-
cultosas. Son complicadas, por el contrario, las que alter-
nan el orden creciente. Por ejemplo:

*_ rﬂl;ﬂd&u._;

« 41,293,

~E‘) El- orden progfesivo de dificultad es el siguiente:

1) Estructuras binarias:

¥ 1]

A’ B, A
. oA, &.,

2) Estructuras de dos a uno, dos a dos, o uno a dos; tres
a uno, etc, pero con dos tipos de elementos en juego:
corchos y chapas, nifios y nifias, niimeros y letras, etc.

®

$4,2,3,4%a, 5, ...

2R X88 2%

*
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U otras de mayor complicacion.

3)Estructuras en que entran en juego tres tipos de ele-
mentos o tres caracteristicas, al estilo de las ante-
riores. Por ejemplo:

ool 4,6 0 2,84

F) Es importante saber que en muchos chicos hay una progre-
sién grande en ordenaciones ¥ seriaciones a nivel percepti-
vo a los 5 & 6 afios pero que se produce en ellos una regre-
si6n hacia los ocho afios, con series en los que prima una
estructura no ya meramente perceptiva pero que ello no
supone un retroceso Sino una reorganizacion de sus es-
quemas de razonamiento. :

Detenemos aqui nuestra exposicion sobre las seriaciones re-
cordando que es un tema a tratar alo largo de varios cursosy-
que lo expuesto se refiere a nivel inicial.
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CLASIFICACIONES

El tema de las clasificaciones constituye Ia piedra de toque
de la polémica entre las diferentes tendencias de la pedagogia
de las matemdticas. Mientras los logicistas consideran este
asunto como clave en el desarrollo del pensamiento matema-
tico del alumno, los més aritmetistas las obvian por conside-
rarlas innecesarias. Eludiremos la polémica+saduciendo que
nosotros las trabajamos experimentalmente, fuera del enfo-

" que acadernicista, v que a partir de ciertas experiencias inten- -
tamos construir determinados conceptos que nos parecen cla-
.ves. . f

e

El trabajo sobre clasificaciones no es cuestibn de unas
cuantas sesiones escolares, un mes ¢ un trimestre. Es un tra-
badjo permanente de ejercitacién de la actividad l6gica, con
. enfoque con]unusta 0 no conjuntista, y que aparece en multi-
tud de ocasiones en la vida del aula. Por lo tanto, su ensefian-
za es aconsejable a lo largo de varios cursos.

Adjuntamos un esquema-guia de las clasificaciones en or-
den de complejidad, practlcable desde Preescolar hasta él
Ciclo Medio incluido. con la creencia de que es bueno para el
maestro tener una vision de conjunto del trabajo clasificato-
rio a nivel didactico. En realidad el trabajo clasificatorio co-
mienza hacia los cuatro afios con experiencias de agrupar o
separar objetos siguiendo un criterio clasificador (color, for-
ma, para lo que sirven, materia, tamafio, etc.) ¥y prosigue has-
ta que son capaces de operar ya a nivel de clases, fuera de las
colecciones concretas y manipulables. ‘

Las experiencias didacticas tendrin como finalidad ayu-
dar al nifio a que llegue cuanto antes mejor a la nocidn de cla-
se y razone a ese nivel.
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1.— CLASIFICACIONES LIBRES

— Descubrimiento (verbalizacion) de atributos y rela-
ciones.
— Nociones de conjunto y de pertenencxa

-

2.— CLASIFICACIONES DICOTOMICAS AFIRMATIVAS

— Nocion de conjunto referencial o universo.

3.— CLASIFICACIONES DICOTOMICAS POR
NEGACION

— Uso del NO.
— Complementariedad.

4.— SIMBOLIZACION

— Representacion de las clasificaciones: columnas filas,
diagramas de Venn, tablas simples, etc.

5. SUBCLASIFICACIONES

— Nociones de subconjunto e inclusion
— Hsquema arboreos, diagramas Venn.
— Importancia del lenguaje.

6.— CLASIFICACIONES TENIENDO EN CUENTA DOS
ATRIBUTOS

— Intersecci6n.
— Disyuncion.
— Tablas de doble entrada.

L
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Consideramos importante el uso de los conceptos y
terminologia conjuntistas que aparecen en el esquema, aun-
que no decisivo. Lo que si es decisivo s el trabajo experi-
mental sobre situaciones que provoquen el surgimiento de ra-
zonamientos 16gicos. De esas situaciones nace la necesidad
de usar palabras, términos y simbolos que las expresen y aco-

ten mejor, es decir, nacen los congceptos los cuales precisan
de alguna palabra para denominarlos. ‘

Que esa palabra sea la del lenguaje conjuntista es va con-
vencional. Bsta demostrado que-es la base experiencial la que
va conformando progresivamente el pensamiento 16gico. De
la misma manera es conocimiento comin que sin los razona-
mientos 16gicos basicos, los alumnos no alcarfzan el dominio
de las cuatro operaciones aritméticas elementales.

Siempre nos hemos pronunciado en contra del uso abusivo
‘del libro destexto. En lo que respecta a la temética de conjun-
tos, clasificacionesy 16gica es norma comun que el maestro
se cifia a lo que viene en el texto forzando asi a los nifios a
que resuelvan unos ejercicios cuyo significado no alcanzan z
comprender. La parte de los libros dedicada a esta tematica
aparece ante el chico como un jeroglifico, un lenguaje que no
- puede comprender porque carece de la base experiencial de
la que se han abstraido €508 conceptos y términos que se le
presentan ya elaborados para ser aprendidos.

Deberemos, en consecuencia, virar el enfoque metodologi-
€0 ¥ comenzar por experiencias v situaciones aprovechables,
los términos apropiados ¥y las representaciones graficas id6-
neas. Después s6lo después, podran los chicos ejercitarse re-
alizando ejercicios y actividades como las contenidas en los
textos escolares, algunas de ellas muy interesantes. Veamos
algunas experiencias. . )

Podemos salir del aula -0 aprovechar una salida de otro
tipo- con la recomendacién de que cada uno coja cosas que
le gusten pero no muchas: piedrecitas, hojas, flores,... De
vuelta a clase propondremos lo siguiente: cada uno coloca
las cosas recogidas sobre su mesa; con ellas’ puede hacer lo
que quiera. No tardaran muchos minutos en surgir casitas
hechas con palitos u hojas a modo de dibujos, barcos, gas-
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tillos, etc. Seguiremos la experiencia rotando, es decir,
corriendo cada uno un puesto, con lo cual se abandonan los
objetos propios y se encuentran con otros nuevos; con estos
nuevos podran inventar nuevas cosas y contarlo a 1os demas.

Llegados a un punto conviene cambiar el juego. Ahora, en
lugar de inventar figuras o combinaciones, trataremos de que
clasifiquen. Daremos la consigna de que agrupen sus objetos
colocando juntos los que deban ir juntos. Pediremos a conti-
nuacién que explique cada uno lo que ha hecho. El juego
puede continuar en este sentido corriendo un puesto cada
uno, deshaciendo la clasificacién que habia hecho el compa-
fiero anterior y haciendo una nueva.

Experiencias similares de creatividad y de clasificaciones
libres podemos hacer sin salir del aula: utilizando material di-
verso. Agrupemos los alumnos de dos en dos y démosle un
pufiado de elementos diversos: chapas, tapones, corchos,
botones. .., después de un tiempo de toma de contacto, pro-
pondremos la consigna siguiente: agrupar colocando junto lo
que deba ir junto. Primero lo hara uno de cada dos nifios,
luego el otro. De aqui iremos hacia la idea de cualidad,
caracteristica comun o criterio de clasificacién. La consigna
serd agrupar pero «fijaindose s6lo en una cualidad («cosa»);
color, forma...» Paulatinamente irdn verbalizando lo que ha-
cen apareciendo criterios interesantes:

— «Aqui he puesto los redondos y aqui los otros»
— «Yo he hecho tres montones: 10s que son de plastico,
los que son de madera v los otros».

Las imperfecciones de expresién las iremos corrigiendo y
llegando a una expresidn estandar. El didlogo interrogativo o
socratico con los alumnos es indispensable: «;Qué tienen en
comun («en qué se parecen») los elementos de este monton-
cito?», «este elemento que tenge aqui jdonde lo pondrias?»,
etc. :

Otro dia cambiaremos de material y trataremos de realizar
las mismas consignas, incluso sera importante plantear si-
tuaciones inversas como, por gjemplo, en este juego: uno de
los dos alumnos. efectiia una clasificacion mientras que €l
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otro esta de espaldas; cuando haya acabado, el que estdba
de espaldas se vuelve y debe averiguar el criterio «en qué se
ha fijado para clasificar» o «cdmo ha clasificado» y seguida-
mente hacer una nueva clasificacion que luego el primero de
ellos tendré que adivinar. De este modo iran turnéandose has-
ta que uno de los dos no halle mas maneras de clasificar.

Ordenar los armaries, la biblioteca de la clase, colocar los
dibujos para embellecer las pareces, orderar cada nifio sus
propias cosas, son actividades aprovechables de clasifica-
ciones libres. Sin embargo el trabajo logico algo mas sistema-
tico comienza con el tratamiento de las clasificaciones dico-
témicas. Podemos comenzar con situaciones sugestivas, co-
mo por ejemplo, tomando el conjunto de log alumnos de la
clase. Es importante que hablemos de ese conjunto «univer-
sO» ¥ sOlo de ese. Lo podremos clasificar segin diferentes
criterios pero con Jja condicion de que se puede hacer tinica-
mente dos partes, dos subconjuntos. Las clasificaciones que
vdyan proponiendo los alumnos se hardn realmente. Asf, si
uno propone como criterio «el vestido» y pretende separar los
que van con falda de los gque van sin falda, se efectua real-
mente, Nifios-nifias, rubios-morenos, con chandal-sin chan-
dal, siempre es posible fomentar la imaginacion. -

T

Las situaciones y materiales usados anteriormente son
también validos ahora. La diferencia estriba en que la consig-
na los constrifie a formar dos subconjuntos, a precisar el atri-
buto que han tomado como criterio clasificador y a precisar
su expresion verbal. Demos a cada alumno un pufiado de ma-
terial diverso: chapas, tapones de plastico, de corcho, y
piedrecitas. ;Como llamar a 1o que tiene sobre tu mesa? ;Que
palabras usar para que abarquen la diversidad de esas cosas?

Los alumnos propondran algun término: «montdén», «co-
sas», «puiiado de cosas», o bien, «conjunto». El maestro se
encuentra en la tesitura de optar en este momento por la
terminoclogia conjuntistas u otra menos precisa.

La consigna en este caso serd hacer s6lo dos partes y luego
-iran verbalizando lo que han hecho.
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Obsérvese y comparense estas dos expresiones:
«Yo me he fijado en si son duros y he hecho dos monto-

nes. El montén de los que son mas duros ¥ el montén de los
que son menos duros.»

«Yo me he fijado enla forma y he hecho dos subconjuntos: el
subconjunto de los que son redondos y ¢l subconjunto de los
otros».

Con los materiales citados o con los que existan en el aula
se puede, con un poco de imaginacién buscar situaciones li-
dicas para la ejercitacién de las clasificaciones dicotdmicas,
dando siempre la debida importancia a la precisién en la
expresion oral y a la simbolizacién de la cual trataremos a
continuacién. .

Con las sesiones dedicadas a simbolizar se intenta funda-
mentalmente ir creando el cddigo necesario que vaya sustitu-
yvendo a los elementos y situaciones concretas, procurando la
abstraccién. -

Tengamos, por ejemplo, €l mismo material citado unas
lineas més arriba y la misma situacién. Se trata ahora de lo si-
guiente: uno, que puede ser el maestro o algiin alumno, pro-
pone una clasificacién; sea, por ejemplo, «cosas que tengan
lefras y las otras». (Normalmente las chapas y tapones suelen
tener inscripciones). Los demés deben efectuarla manual-
mente y a continuacién representar en un papel, «dibujar», lo
qué han hecho.

Algunas de las representaciones, voluntariamente o a indi-
cacién del maestro, se exponen en el encerado y se someten
a la critica de los demés. ;Cuél parece mas adecuada? ;Qué

" significan estos dibujos? ¢Pa:a qué has puesto esta raya, para
separar? etc, Poco a poco se van observando defectos y lle-
gando a la mejor manera de representar, a través de sucesi-
vas representaciones, propuestas, debates y votaciones has-
ta conseguir una Gnica simbolizacién para todos.-

Suele haber tres fases en la evolucién de las representa-
ciones,
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A) Fase inicial, de tipo figurativo, en el que tratan de
dibujar-retratar lo que tienen delante. Véanse las siguientes:

S aead o
& A o & |
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B) Fase semisimbélica, en la que como consecuencia de las
discusiones se va viendo como innecesario «dibujar exacta-
mente» las cosas. También surgen lineas indicativas del agru-
pamiento o la particién. Es entonces cuando parece conve-
niente ponerse de acuerdo para representar todos de la misma
manera. Se proponen los simbolos y se vota.

Como ilustracién veamos los simbolos de los alumnos de la
misma aula que la ilustracién anterior. -

Chapas ....cocereemucncrreeniiiieiiiiiinnen,

Tapones de PIAStICO +.covvrrareereeencareans o
Corchos ............ &

Piedras ....c.oevvvunens

GsssbsenanERTeIRIREPEIARLES

y dos

qos QI o
simbolizaciones QG & 0

L& 0ge
‘Q"ng O
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C) Fase simbdélica. Por fin en esta fase se llega al acuerdo
de representar con simbolos y los mismos signos (rayas). Las
lineas o diagramas no son vistos como muy necesarios por
parte de muchos alumnos al principio. A la pregunta de «;para
qué haces esa linea?» se suele responder: «para que se note
que estdn juntos», «para separarlos», «porque si» v similares.
Con sugerencias del maestro puede concluirse en la represen-
tacién conjuntista estandar. Representacién.que ya no sera
zj ena a los nifios sino que ha ido surgiendo de la propia activi-

ad.

De este modo las representaciones como esta

tienen verdadero significado.

Ciertamente que otra simbologia y otra terminologia
pueden tener la misma validez siempre que se hayan produci-
do por un proceso colectivo de simbolizacién,

A partir de aqui cabe ¢l trabajo individual mediante fichas
preparadas al efecto por el maestro o con ejercicios tomados
de los textos.

Los ejercicios individuales ya a nivel sélo grafico tienen el
objetivo de interiorizar plenamente 6 construido colectiva-
mente y generalizarlo extendiéndolo a otras situaciones, aun-
que éstas sean ficticias.
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Pero la actividad clasificatoria no adquiere su;plena validez
hasta que no se alcanza la idea de negacion. Si\lo hemos pa-
sado por alto hasta ahora ha sido para hacer mas sencillo el
camino. Sin embargo, €l hecho de la negaci6n surge por ne-
cesidad de simplificacién y expresion verbal. .

Volvamos, por ejemplo, a la situacién anterior: cada chico
tiene un pequefio montén (conjunto) de chapas, tapones de
plastico, de corcho y piedrecitas. Tomemos la misma consig-
na: hacer s6lo dos partes (formar dos subconjuntos) obser-
vando un criterio. Las expresiones normales primeras son de
este tipo:

— «Un montén con los redondos y otro de alargados y
chatos y otros».

— «¥Yo he hecho dos partes: una de las chapas y la otra de
las piedras, los corchos y los plasticos».

Suele ser mas facil acotar el primer subconjunto y dificulto-
50 el segundo.

Si retomamos la situacién de clasificacién de los alumnos
encontramos los mismos obsticulos: «En un lado se ponen
10s que llevan zapatos y en otro los que llevan zapatillas o bo-
tas 0...» :

Podemos proponer que piensen la manera mas clara de
«explicar la clasificacién». Si no surge ninguna apropiada el
maestro puede hacer ver que usando la palabra NO la clasifi-
cacidn es mas sencilla. De este modo las anteriores expre-
siones qyedarian asi:

- Un montén con los redondos y otro de 1os que no son
redondos».

— «Yo he hecho dos partes: una de las chapas y otra de
las que no son chapas». ,

—«En un lado se ponen los que llevan zapatos y en otro
los que no lUevan». = .

'Es cierto que las expresiones anteriores no son muy correc-
. tas pero no podemos pretender que de inmediato se haga uso
del NO 16gico. la expresion correcta «redondos y no redon-
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dos» es muy sintética y ha de ser considerada como expre-
sion terminal. Hay que advertir que desde la expresion espon-
tdnea «un montdn con los redendos y otro de alargados y
chatos y otros» hasta la correcta «redondos, no redondos»
media un tiempo de trabajo en el que se va descubriendo
que:

a) Los que no son redondos, no lo son porque t1enen otras

formas.

b) Decir «los que 1o son redondos» equivale a decir «los

que son alargados y chatos y otros».

¢) Decir «los que no son redondos» es mas facil porque asf

quedan indicados todos sin necesidad de espec1ficar cada

formax.

d) Por iltimo, la expresién «los que no son redondos» se

puede sintetizar con esta obra sinénima: «los no redon-

dos». Y esto altimo resulta arduo para los alumnos menos

dotados

Bl trabajo sobre seriaciones y clasificaciones descrito hasta
aqui, se hace frecuentemente a nivel de primer curso, de mo-
do paralelo al de construccién del niimero. Es decir, unas se-
".siones se dedican a aspectos cualitativos de las cosas y otros a
aspectos cuantitativos. La nocién de conjunto se desprende
directamente de las clasificaciones, pues clasificar viene a ser
formar conjuntos, a este nivel, El niimero es por ahora -asi
deberemos enfocarlo didacticamente- un nombre 6 etiqueta
que ponemos a los conjuntos que tienen la misma cantidad.
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LA CONSTRUCCION DE LOS PRIMEROS NUMEROS

Normalmente el aprendizaje de los primeros nimeros (los
menores de 10) suele hacerse en Preescolar, de modo que la
mayoria de los alumnos que empiezan el Ciclo Inicial conocen
las grafias y saben contar. Sabemos que eso no significa que
posean el concepto de nimero.

Nos interesa partir de esos conocimientos que ya tienen y
cambiar la perspectiva: los nimeros seran cardinales de con-
junto, como arriba se ha indicado.

Para aclarar la lectura de las paginas que siguen, no
vendria mal matizar qué significa que un nifio adquiera el con-
cepto de ntimero. La adquisicién de este es de los temas mas
contravertidos del aprendizaje matematico.

Para empezar precisemos que no todos los matematicos
opinan lo mismo acerca de lo que es el niumero. Si ya de
entrada hay divergencias mateméticas sobre tal concepto, es
licito admitir que hay diferentes posiciones didacticas, puesto
que de algiin modo cada didéctica pretende apoyarse en una
concepcién matemadtica y en una psicologia del aprendizaje.
Y hay diferentes teorias psicologicas del aprendizaje.

La psicologia de la Escuela de Ginébra ha contribuido al de-
bate aportando el punto de vista epistemoldgico que no
" entraremos a discutir. Nos encontramos asi que el tedrico
matematico opina sobre el niimero; el psicdlogo y el episte-
mélogo aportan también sendos puntos de vista. Hay bastan-
tes publicaciones en el mercado sobre este asunto.

Sin embargo, el punto de vista del maestro, del pedagogo,
del didacta es otro. El maestro selecciona y asume las aporta-
ciones de matematicos, psicOlogos y pensadores, pero se en-
cuentra en la dificil situacién de construir un camino a través
de cuyo recorrido les alumnos alcancen esos conceptos de
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los que hablar los «cientificos», lo cual le hace tener forzosa-
mente otra vision sobre el tema; visién que va conformando
gracias a las miltiples observaciones que pueden hacer.

Sabemos que en el aprendizaje de los primeros naturales
confluyen dos aspectos:

— Uno cuantitativo. Un nimero indica una cantidad de
objetos determinada y reciprocamente .una de objetos
puede indjcarse con un ntimero. ’

— Otro de orden. Los nimeros estan ordenados, un nu-
mero es un signo que indica una posicidn, un lugar en una
secuencia.

Sabemos igualmente que los nifios que no han tenido las
experiencias adecuadas para hacer confluir ambos aspectos,
confieren al mimero una entidad de signo, de garabato magi-
co, sin relacién alguna con aquello que representa, confun-
diendo orden y cantidad. Por eso, las experiencias y ejerci-
cios eScolares van dirigidos al aprendizaje simultaneo de am-
bos aspectos.

Es preferible para el maestro, teniendo en cuenta lo ante-
rior, esquivar la expresién «concepto de nimero» y-hablar de
“«comprension de lo numérico». Con «comprensién de lo nu-
mérico» no nos referimos al problema epistemoldgico de
construccion del nimero, sino a la visién panoramica escolar
de aprendizaje de los nfimeros. Este no se detiene en los
digitos, sino que se extiende a la comprensién de nuestro sis-
tema nimerico. .

Bajo esta perspectiva se ve como necesario plantearnos
una estrategia amplia de aprendizaje, que abarque desde los
primeros nimeros hasta el total dominio de nuestro sistema
de numeracion.

Esa estrategia la concentraremos en las fases ciclicas esca-
lonadas siguientes:

1) Los nueve primeros naturales.
2) Las decenas.
3) Las centenas.
4) Millares, etc.
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Cada una de las fases se trabajara a nivel didactico bajo es-
tas tres premisas simultaneamente:

a) Distinguir entre cantidad y mimero. El niimero es un
signo (5) 6 un término (cinceo) con ¢l que denominamos a
esa cantidad. Tiene una funcién adjetiva, cardinal. Sobre
este primero y fundamental cardcter del nimero se sus-
tenta otro mas generalizador, abstracto y no menos im-
portante: Con una Gnica palabra («cinco») designamos a
“todos los grupos de objetos que tienen la misma cantidad,
no necesariamente los mismos objetos. El enfoque con-
juntista, bien tratado didacticamente es valido para alcan-
zar esta abstraccién. En resumen: de la funcion adjetiva y
puntual (cinco lapices) hacia la funcién adjetiva genérica
(cinco lapices, nifios, estrellas, etc.)

b) Construccién ordenada creciente (n+ 1) o/y decrecien-
te (n-1) de la secuencia numérica.

c) El aprendizaje del niimero es operatorio, es decir, no se
basa en imagenes graficas ni en asociaciones mentales si-
no en:

-~ composicién y descomposiciébn numérica
— equivalencias
— calculo operatorio

" Estimarnos como errdnea la visién lineal del aprendizaje nu-
mérico que es habitual en muchas aulas: «primero que apren-
dan bien los nimeros (sic); luego a sumar y después a
restar». Por el contrario nuestra opinidén es que no se consi-
gue un verdadero conocimiento de 1o numeérico -adn en la pri-
mera fase- sino a posteriori de muy diversas experiencias y
calculos operatorios. Sobre ese punto volveremos mas ade-
lante.
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INICIACION A LA SUMA

Las experiencias previas a cerca de clasificaciones, conjun-
tos y cardinacién conforman la base conceptual sobre la que
se puede edificar la operacién de sumar. Ademds, si el trabajo
escolar se ha hecho en la perspectiva expuesta en paginas
anteriores, los alumnos poseen cierto héabito de representar
graficamente. s

La operacion ADICION se basa, en el nivel escolar de ini- -
ciacién matematica del que tratamos, en acciones reales. Las
_acciones efectivas de unir, juntar, reunir..., son habituales en
los nifios antes de los seis afios. La escuela lo que hace es
transformar dichas acciones expresandelas con un c6digo es-
pecial. Y es precisamente en la asimilacién y uso de ese cédi-
go donde-radica la mayoria de las dificultades que encuentran
los escolares.

Es conveniente, en este sentido, que el c6digo para expre-
sar las acciones sea creado colectivamente por el grupo. Al
proceso de creacion del cédigo llamamos proceso de SIM-
BOLIZACION (ver pardgrafo «simbolizaciony).

Asi pues, iniciaremos la ensefianza de la ADICION a partir
de reuniones de conjuntos, objetos, «pufiados», Tendremos
en cuenta fundamentalmente el aspecto cuantitativo de las
acciones que se realicen, al mismo tiempo quela simboliza-
cibn de esas acciones.

A través de este proceso de simbolizacién colectiva ¥ cuan-
tificacién iremos abstrayendo lo esencial, que quedar4 plas-
mado en operar finalmente con los signos creados. Llegare-
mos de este modo, a operar exclusivamente a nivel simbélico
pero siempre teniendo como referencia. las acciones que sir-
vieron de base para la abstraccién.
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Podremos comenzar con experiencias de reunion de pe-

quefias cantidades (la suma de ellos siempre inferior a diez).
Veamos algunas:

A) Nifio, nifia. Material discontinuo, por ejemplo, monedas
de peseta. Damos a cada uno una cantidad inferior a diez.
Papel.

Un nifio coge de su mesa una determinada cantidad y se
pone en pie. Una nifia hace lo mismo. La situacion esta plan-
teada y el interrogante sera: «coOmo sabretnos ¢uantas pese-,
tas tienen entre los dos juntos» o bien, «qué haremos para sa-
ber cuintas pesetas tienen entre los dos». Las propuestas no
se hacen esperar:

— «Juntamos las.pesetas de los dos»

— «Primero las echa ella en un vaso y luego las echa el y
las contamos».

— «Se juntan y se cuentan»

U otras similares.

El nifio dird cudntas tiene y luego lo dira la nifia. Los demés
hallardn la respuesta a la pregunta «dibujando».

Las representaciones mas frecuentes suelen ser de tres ti-
pos:

— Figurativas. Dibujan realmente al nifio y a la nifia
COR sus monedas.

0

Q
o

[T

i
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— Dibujan las monedas.

OO0 ogoo0
OO0

— Otros recurren al trabgjo anterior de conjuntos y
utilizan diagramas. .

En esta primera fase estdn ausentes la representacién o
simbolo de la accion, la representacion del conjunto resultan-
te como tal y la utilizacién de ntimeros.

Si continuamos la experiencia y hacemos notar los detalles
dque faltan en sus representantes, paulatinamente iran apare-
ciendo otras algo més perfeccionadas.

B) Las manos. Cada alumno tiene chapas, papel y lapiz. las
consignas las puede ir dando el maestro pero es mas intere-
sante que lo hagan rotativamente los alumnos. Pueden ser de
este tipo: B

—«En una mano tenemos cinco chapas v en la otra,
cuatro. ;Cuantas chapas en total tenemos?».

—«Con una mano cogemos ¢inco chapas v con la otra co-
gemos cuatro. (Cudntas chapas hemos cogido?».
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En esta experiencia, si se lleva a cabo después de la A, la
accién de juntar se vive como evidente v surge Ia representa-
cion de la misma. Entonces el maestro puede indicar a algu-
nos que transcriban su representacion en la pizarra para ser
vista y discutida por los demas. De este modo iremos avan-
zando hacia la concrecidén de un mismo tipo de representa-
cién para todos.

C) Unién de conjuntos. Adjuntamos un fragmento~de la
narracién de la experiencia de una maestra:

La idea perseguida al trabajar las cuestiones de la unién
de conjuntos no era gue. los nifios «aprendieran» tal
operacién o que se familigrizaran con el simbolo de la
matemdtica conjuntista. Lejos de ello nuestro objetivo
era avanzar en la construccidn colectiva de simboliza-
ciones para.ir asi construvendo un lenguaje cifrado pro-
Dio que fuera cristalizando paulatinamente en el len-
guaje matemdtico bajo formulacién conjuntista. Asi
pues se ha cenirado el trabajo fundamentalmente en la
creacion colectiva de las operaciones realizadas con
colecciones concretas.

Después de visitar un caserio, al llegar a clase co-
meniamos el tipo de animales qgue habiamos visto y
cudntos de cada clase; cudntos dentro, cudntos fuera...
Partiendo de esto planteamos una situacién de uniéon
enire los animdles de fuera y los de dentro aprovechan-
do que los de fuera entrarorn en la cuadra, lo cual repre-
sentaron grdficamente (dibujan una composicién inclu-
yendo detalles, personas, otros animales...)

Lo mismo hicimes con las plantas que vimos y recogimos

Dado que esas primeras representaciones mds pare-
cen dibujos libres que simbolizaciones matemdticas, lo
estuvimos comentando y aprovechamos posteriormen-
le situaciones adecuadas que tienen lugar en clase con
caramelos, botones, cromaos,...

Manipulamos y hacemos uniones con las manos., Re-
calcamos como muy importante la representacion de la
accion. ' ‘
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Poco a poco fuimos llegando a representaciones mds
esquemdticas. Después de una manipulacién o una ac-
cién, la representaban, algunas las copiabamos en el
encerado y elegiamos la mds clara. :

Perfecciondbamos esa representacién buscando
simbolos mds comprensibles hasta lograr una estructu-
ra adecuada de la unién aungue fuera £on sus propios
simbolos -pues por debajo estaba latente el esquema de
estado -operador- estado, Esto fue el tipo de represen-
tacion finalmente aceptada por todos:

A Ooo
S’l% A-'» a4

Una vez aceptada y trabajada la representacién elegi-
da por ellos era necesario percatarse de que valdria si
fuese entendida por los demds. Propuse que vinieran
algunos amigos de otra clase de cursos Ssuperiores a le-
er la representacién nuestra. Vino uno, no entendia y le
explicamos, pero él nos propuso que utilizaramos la
que el conocla, la universal, Hicimos lo mismo con va-
rios amigos mds y nos fuimos convenciendo de la nece-
sidad de cambiar nuestra simbolizacién por la que to-

dos entendfan:
U A _ Qoo
al =\ &
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Después de aceptado seguimos trabajando los es-
quemas a través de historietas, problemas surgidos en
clase, acciones mimadas, .y continuamos con fichas
preparadas para uso personal. :

En las fichas hay tres tipos principales de ejercicios:

A) Completa -
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B) Inventa y dibuja tii un problema |
' C) Completa:

OO~
@-0:C
E-0:0
1-0°0
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_ CONSTRUCCION COLECTIVA DEL SIGNO

Para la construccion del signo + y la estructura de la-adi-
cién me apoyé en los trabajos previos sobre conjuntos.

Propuse a los alumnos trabajar con conjuntos poniendo los
cardinales. Los pasos genéricos han sido los siguientes:

A) Material discontinuo sobre las mesas (chapas, bo-
tones, corchos, o cualquier otro). Coger dos cantidades
(indicadas por el maestro) y reunirlas. Representar grd-
ficamente lo realizado. .

B) Puesto que el tipo de representacién que habitualA
mente usan es:

X

&
XXUQ-—E'

XX AR

®
®

Pedi que pusieran los cardinales a cada conjunto, con
lo cual llegamos a representaciones del tipo:

®)\ . x
X -
x¥ Ule %

3 1 5

&
®




Sumg 75

¢) Por iltimo, escribir solo mimeros en sucesivas ma-
nipulaciones, haclendo notar que el signo U no es vdli-
do cuando se usan solo nimeros. De los distintos tipos
de signos propuestos para sustituir a U se selecciond
por notacion uno, pero mds aa'elante lo sustituimos por
el estander +.

La experiencia contenida en la narracién que acabamos de
leer, posee aspectos muy polémicos e interesantes:

1) La iniciacién a la suma tiene una dificultad esencial.
Cuando los alumnos reunen des conjuntos de objetos del
mismo tipo (pesetas con pesetas, chapas con chapas) la
‘expresién verbal de la accidn efectuada no-ofrece dificultades
pues el con]unto resultante se compone del mismo tipo de
elementos que los otros dos conjuntos. Sin emba.rgo cuando
los conjuntos a reunir son de material diverso se hace impres-
cindible buscar un término (concepto) globalizador para
expresar 1o que compone el conjunto resultante.

T

Si reunimos un pufiado de tres pesetas con otro de cuatro
obtenemos un pufiado de siete pesetas evidentemente; pero
si juntamos un pufiado de tres chapas con un puilado de
cuatre corchos (o bien tres nifias con cuatro nifios) obtene-
mos un conjunto de qué ;de chapas? ;de corchos?. He ahi
una dificultad importante que el trabajo con objeto bajo el
enfoque conjuntista logra solventar. Por el contrario, el iraba-
jo prematuro con nimeros solos, oculta este matiz: tres mas
cuatro nos da siete pero si ello no esti referido a la realidad se
nos queda en un simple vacio de sentido.

2) la representacion de las acciones a la que han llegado no
es la conjuntista comunmente aceptada. Si se ha optado por
ella ha sido con el fin de que sirviera de base para la operacion
artitmética, es decir, se ha optado por una representacién he-
rizontalmente y seccionada en tres términos como aritmética.
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Se podria argumentar que esta otra representacion, fre-
cuente en otras aulas, seria mis valida. No lo creemos asi.

N S :

a b b
a- QOO

~La representacién conjuntista normal tiene matices dife-
renciadores que son positivos cuando esa representacion no
la impone el maestro pues queda vacia de contenido, sino
cuando se provoca su surgimiento en clase.

F

Entonces el diagrama externo que engloba los dos subcon-
juntos es indicativo de ia accién de reunir. Los defensores de
esta representacidén arguyen que asi se ve claramente que el
conjunto reunion est4 formado por dos subconjuntos; que es
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valida para que los alumnos lleguen a la idea de subconjunto;
que ofrece una imagen nitida de las partes y el todo; que es
necesario desde el punto de vista del curriculum escolar, pen-
sando que en cursos posteriores los alumnos han de trabajar
matemética conjuntista.

Creemos por €l contrario, que la representacidén horizontal
secuenciada no contradice ninguno de esos argumentos a la
vez que es mas positiva por cuanto hace hincapié en el aspec-
to operatorio (acciones), cosa de mayor importancia que lo
meramente perceptivo.

D) «Historias problemax

El trabajo con hechos reales teatralizados o con historias
reales o0 inventadas suele ser mas atractivo. Se trata de efec-
tuar una accidn ante los alumnos o inventarla; una vez hecha -
hay que problematizarla (exponer un interrogante); los alum-
nos deben representarlas y resolver el interrogante plante-
ado. Veamos unas cuantas, que de principio, puede hacer el
maestro realmente, '

—Tengo én mi mano cinco lapices (los muestro). Pero voy
" andando y me encuentro aguellos tres (en alguna mesa). L,os
¢ojo ¥ me voy a mi sitio jcuantos lapices lievo?.

—Voy.de paseo y Jeslis (un alumno) me dé tres chapas.
Sigo v Sonia (una alumna} me regala seis corchos. ;Cuéntas
cosas tengo ahora?

En las representaciones algunos alumnos regresan a las de
tipo figurativo o semifigurativo. Y a partir de ellas, a través de
sucesivas «historias» v convenciones se llega a concluir en la
representacién aritmética. Las dificultades no estriban en el
calculo pues la mayoria suelen conocer la respuesta al in-
terrogante antes incluso de hacer una representacién. Las di-
ficultades estan en la representacién simbélico-matemdtico
de acciones reales, o imaginadas pero que pueden ser reales.

Las aulas donde han trabajado la unidén de cenjuntos, co-
mo en la narracién anterior se ha indicado, tienen gran parte
del camino ganado. Los alumnos tardan menos tiempo en
usar con rapidez el esquema aritmético.
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Cuando los alumnos han captado el modelo de «historias»
que el maestro ha realizado, se les puede pedir que guien
quiera de ellos haga otras. O bien invente una v la diga a los
demas.

Una «historia» es un problema. Inventar un problema es fa-
cil pero estructurarlo, expresarlo bien y plantear el interrogan-
te no es facil. Evidentemente no se puede resolver un proble-
ma si no se comprende su estructura. Lo mejor para
comprender problemas es tratar de inventarlos. Por este ca-
mino se ird construyendo hasta comprender claramente
que todos los problemas se estructuran en tres partes:

A) Juan tiene seis pesetas.
B) Se encuentra tres que habia en la calle.
C) Ahora tiene nueve pesetas.

Lo que haya que hacer vendra determinado por el interro-
gante planteado. En el ejemplo expuesto hay que unir A con B
(sumar seis con tres). Este es un tipo de problema sencillo, li-
neal e idéneo en los comienzos de la iniciacién. Sin embargo
es conveniente plantear historias en las que falte B o falte A.
Por ejemplo:

—En este bolsillo tengo tres. Lo que tengo en el otro bol-
sillo no te lo digo. Pero juntando lo que hay en los dos tengo
ocho (pesetas, monedas, chicles, etc).

{Cobmo representar con nimeros este problema? No es fa-
cil comprender que su escritura debe ser asi:

3+...=28

—«Entre Ifiaki y su hermano juntan nueve pesetas. El her-
mano tiene cinco. Calcula las que tiene Ifiaki». Su escritura
puede ser:

.+ 5=9%8bien 5 + ... = 96bien9=_5 + 4

Se puede asegurar que la préctica de representar o inven-
tar problemas, «historias», es de vital importancia tanto para
la comprensién de su estructura lingiiistica como para la ge-
neralizacién de la operacién. Hay que reconocer que el signo
«+» es, en principio, sustituto de muy diferentes expre-
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siones: «me encontréy, «me dieron», «me regalarony, etc. En
otras palabras, muchas y muy diferentes expresiones nos lle-
van a utilizar el signo « + » para resolver los interrogantes que
de ellas se desprenden. Por lo tanto es indispensable practi-
carlas tanto a nivel verbal como real. .
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EJERCICIOS INDIVIDUALES DE AFIRMACION

Son recomendables los siguientes tipos:

A) Dada una «historia», representarla numeéricarmente.
B) Dada una expresién numeérica, por e]emplo 3 +5=
, inventar una historia para ella.
C) Ejercicios de calculo, que tras el trabajo previo, tienen
significado:

5+.

8
2. 7
D) Juego de calculo.

Por 1ltimo quisieramos hacer tres observaciones:

a) Una es la necesidad de que el proceso antes explicado sea
lento, aunque la mayor o menor lentitud depende de las
individualidades. Ciertamente, tras haber alcanzado el esta-
dio de operar ya a nivel numérico exclusivamente (ejercicios
deltipo 3 + ... = 7), los nifios recurren a los referentes re-
ales -manipulacién de material y acciones-, para resolver el
ejercicio planteado. Hay con frecuencia, ante una dificul-
tad, una vuelta a pasos anteriores que se saldan con otros
hacia adelante. Y ello no parece conveniente forzarlo. La
agilidad en la resolucidn de ejercicios parece basarse en la
comprensién que a ello aporta un proceso de simboliza-
cién. firme.

b) Otra, que la expresion numérica aditiva es vista en este es-
tadio como expresién narrativa: es efectivamente, la
transcripcién de una accién 0 suceso ocurrido o que
puede ocurrir. De ese modo, €l nexo entre lo real o mani-
pulable y lo simbdlico 6 ficticio queda alcanzado.



Suma 8F

-

¢) La simbolizacién de la suma es s6lo el inicio de la opera-
cidn la entrada en e! campo operatorio. De ello no se
_buede deducir que los alumnos conozcarn los nimeros, (to-
do lo hecho hasta aqui ha sido con ndmeros menores de
diez) hi que saben sumar. La construccién de la suma no
se consigue hasta que se simbolicen un cierto grupo de’
acciones, algunas de ellas de caracter inverso a las aditi-
vas, denominadas con el término RESTA.

Por eso, es aconsejable que antes de ampliar el campo n-
merico construyendo las decenas, y antes de iniciar la suma
con numeros de dos cifras, emprendamos la iniciacién a la
RESTA. El modo dé hacerlo se tratara en el capitulo dedicado
ala RESTA. .
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PROFUNDIZACION

El progresivo afianzamiento en las operaciones de adicion y
sustracibn con niimeros anteriores a la decena, las experien-
cias globales de larga duracion desarrolladas en clase del tipo
de las del calendario y el crecimiento de las plantas, nuevas
situaciones y-experiencias que surgen de la propia dindmica
de clase y estimulos familiares, van provocando la necesidad
y la curiosidad por ampliar el campo de operaciones y operar
con nameros de diez. Para resolver situaciones apoyandose
en numeros de dos cifras es condicion indispensable, cre-
emos, el tratamiento sistematico y ordenado de dos puntos:

_A) Conocimiento de nuestro sistema niimerico (cardina-
cidn} y construccién-ejercitacién de la recta numérica (orde-
nacion}.

B) Las técnicas operatorias.

A.1 LAS DECENAS

La ampliacién del ampo numérico posee un dificil y muy
importante escollo: la construccién de la decena, concepto
este que es clave para el conocimiento y uso de nuestro siste-
ma de numeracién. Hemos optado por tratarlo desde la pers-
pectiva de cardinacién y experimentalmente, es decir, reali-
zando agrupamientos y dando un nombre a cada uno de
ellos. El material preferible es discontinuo y propio del am- -
biente: chapas, garbanzos, chinas, botones, palitos de polo,
etc., en un primer momento. El trabajo posterior con material
estructurado agiliza el calculo.

Preparamos material y algo que sirva de recipiente, por
ejemplo, garbanzos y vasitos de yogur. Cada alumno dis-

pondré de una cantidad apropiada de ellos, papel y lapiz. Co-
mencemos agrupando bajo consigna.
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1.

Cada uno toma un conjunto de siete garbanzos. La con-
signa serd «aiiadir uno». Lo hacen e interrogamos: «;Cé-
mo llamamos a ese conjunto?». «Afiadir uno mas». «;Qué
nombre dar a ese nuevo montén?, ; Coémo representarlo
con nimeros?».

~ Convendremos en que cuando tengamos nueve y uno més
los meteremos en un vaso. A ese conjunto llaméaremos «de-
cena» 6 también «diez», y lo designaremos ¢on 1 y un O: un
vaso (1) y ningin garbanzo suelto (O). Hecha esta conven-
cién (lo que no quiere decir que ya se tenga el concepto de
decena) podremos a ‘experiencias de agrupamientos. :

2.

L% ]

L
.

Cada uno ha de contar la cantidad de garbanzos que po-
see respetando la norma siguiente: «cuando tengamos
diez los metemos en un vaso». Después iran und a uno
expresando lo que tienen «dos vasos (decenas) y tres suel-
tosy «tres decenas y cuatro sueltos», etc., y escribiéndolo
con cifras. ‘ :

Deshacen el agrupamiento que cada uno habia hecho y
rotan un puesto. Asi se encuentran con otra cantidad de
garbanzos que deberan contar de la misma manera: agru-
pamientos, expresién verbal, escritura.

Habra que ponerse de acuerdo en cémo escribir: dénde
colocar la cifra de las decenas, dénde la de los sueltos.

Conviene practicar este tipo de ejercicios, v si cambiamos
los garbanzos por otro material, por ejemplo, chapas,
mantendremos el interés,

El ejercicio inverso es importante. El maestro escribe en la
pizarra un nimero. Los alumnos cogen la cantidad Tepre-
sentada por ese mimero y la colocan. Asi, si el maestro
escribe 25, los alumnos colocardn en sus mesas el mate-
rial, segin el modo convenido, que puede ser;

00 .
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que coincide con el orden de las cifras.

6. Los nombres de los nimeros. Las experiencias ante-
riores tierien entre otros objetivos, el de unir la cantidad de
elementos con su representacién numeérica. El namero es
por ahora cardinal, y se compone de dos signos, cada uno
de ellos con significado propio.

Pero los cardinales tienen sus nombres que habrd que
aprender. Para ello podemos ir construyéndolos de uno en
uno. Cada alumno toma nueve elementos, iremos dando
la consigna: «afiadir uno». Lo harén, dispondran e} mate-
rial, lo escribirdn e iran memorizando sus nombres: once,
doce, etc.

Tan importante es que memoricen a nivel verbal la tira nd-
merica ordenada, como que asocien cada nimero {(pa-
labra) con la cantidad a la que hace referencia. Adn mas,

- en esta fase, no basta con asociar palabras (veintidés) con
la cantidad de objetos, sino también con la forma de agru-
parlos (dos decenas (vasos) y dos sueltos) y con su €sCri-
tura: 22 ‘ :

7. Las experiencias de construccién manipulativa ganardn en
eficacia si se efectiian por etapas (hasta 20, hasta 40..) y si
se hace hincapié en el valor de posicién.de las cifras. El ni-
vel de los alumnos ir4 indicando al maestro cuando debera
compaginar experiencias con objetos, con ejercicios indi-
viduales numéricos. :

Los ejercicios tradicionales signientes son apropiadds en
esta fase (trabajo individual): :

— Escribir los nlimeros en orden creciente de uno én uno,
de dos en dos, etc.

— Escribirlos en orden decreciente.

— Dado un conjunto de nameros, ordenarlos de menor a
mayor ¢ de mayor a menor.

— Ir ampliando estos ejercicios hasta llegar a cien.

— Descomposiciones numéricas:
23 =20 +-30 _
23 = dos decenas (vasos) y cinco unidades (suel-
tos). )
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— Composiciéon numérica simple: .

20 + 3
.+ 4

23
34

8. Material estructurado. El mejor es el que esta elaborado si-
guiendo el modelo del material multibase de Dienes: la
unidad es un cubo de 1 cm., la decena es una barrita de 10

cm. de longitud, la centena una placa cuadrada de 10x 10,
etc. - .

Ese material u otro similar ofrece las ventajas de dar mayor
rapidez a manipulaciones como las citadas antes, ser un buen
soporte fisico de lo numérico y agilizar el calculo.

Para terminar este apartad6 haremos una observacion:

Es indispénsable una buena experiencia matematica real de
agrupamientos, El material de vasos y garbanzos se cita co-
" mo indicativo; cualquier otro similar puede ser valido: cajas
de cerillas y cerillas, bolsitas de plastico y botones, palillos de
polo y gomitas para atar el conjunto de diez, etc. Lo impor—
tante no-es el material en si sino el sentido de la expenenc1a
que hagamos con él.

A.2) LA RECTA NUMERICA.

Llamamos recta numeérica a la ordenacion de los numeros
Hay va.rlas expenenc:as ¥y juegos interesantes.

1. Podemos practicar la construccién de la recta con mate-
riales sobre el suelo. Tomemos por ejemplo chapas y
corchos. Iremos colocando chapas en el suelo ordenadas
por filas. Los lugares décimo, vigésimo, etc, es decir, las
_decenas, las representaremos con corchos. No es positivo
llegar la primera vez hasta 100.

El nivel de la clase marcara hasta donde se 'puede llegar.

060600600 &L ®ococosccods
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Con la recta materializada podremos introducir juegos cal-
culatorios.

2. Construccidn de la recta sobre tiras de papel similares a las
reglas de un metro existentes en todas las escuélas.

3. En algunas a}ulas es costumbre colocar una gran banda de
papel con Jos niimeros. escritos..

Manipular agrupando y representar numeéricamente, y vi-
ceversa, construir con materiales un namero dado, es el mo-
vimiento de ida y vuelta que va, mediante tanteo, posibilitan-
do que cada individuo vaya construyendo «su propia recta
numérica», lo cual se ve reforzado con diferentes y constan-
tes ejercicios a nivel individual.

El aprendizaje de los 100 primeros nimeros naturales va
acompafiado indiscutiblemente de una imagen mental perso-
nal de los mimeros. Esa imagen mental sirve de apoyo para el
cilculo y la resolucién de problemas; pues bien, un aprendi-
zaje completo de ello se consigue a medida que el campo nu-
mérico se va convirtiendo en campo operatorio; en otras pa-
labras, s6lo operando con numeros se consigue su verdadera
comprensién, de lo cual trataremos mds adelante.

La experiencia de afios anteriores nos ha llevado ha consi-
derar seriamente la posibilidad de utilizar simultaneamente
otras «bases» de numeracién asi como también adentrarse en
el conocimiento del sistema numérico partiendo de «bases»
diferentes a la «10». Diversas razones nos condujeron a con-
siderar la necesidad de trabajar diferentes «bases», pero en
un nivel algo avanzado.

B) OPERAR CON NUMEROS DE DOS CIFRAS «SUMA CON
LLEVADAS».

En las aulas donde se llevan a cabo experiencias de larga
duracion: seguimiento del crecimiento de las plantas, cuida-
do y observacién de animales, etc.., es normal que aparezcan
situaciones que para resolverlas haya que sumar niimeros de
dos cifras, 1o que puede ser aprovechado por el maestro para
iniciar la suma con llevadas. En otras aulas es la correspon-
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dencia escolar o la cooperativa de la clase el detopante de la
suma con nameros «grandes». En otras, en fin, es el habito
de inventar problemas o la propia dindmica de la clase la que
conduce a buscar una técmica operatoria para resolver si-
tuaciones. -

Sea como fuere, el aprendizaje de la técnica debe ser trata-
do de modo sistematico, yendo siempre de situaciones faci-
les a otras mas complejas. Trabajaremos primero a nivel ma-
nipulativo exclusivamente, después a nivel manipulativo y
numerico, para concluir operando sélo con nameros y €jerci-
tando el calculo mental. Utilizaremos el mismo material; va-
$Os y garbanzos, en nuestro caso.

'ETAPAS _,
A) Formacion de la decena

.Sea una suma del tipo 8 + 7,9 + 8,7 + 6, ... es decir, nii-
meros de una cifra cuya suma es superior a 10. Cada alumno
dispone de material necesario. Tomemos ¢omo ejemplo § +
7: Colocamos el material sobre la mesa de la siguiente forma:

® 0
® &6 066
o @ o
® @& @ o
Trazamos una linea debajo para juntar, con las manos, los

elementos y colocarlos debajo de la linea. Una vez juntados
se cuentan,

Como los alumnos ya saben que cada diez forman una de-
cena, los meten en un vaso colocandolos a la izquierda, en el
lugar de los vasos. .
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La suma queda asi sobre la mesa:
® 06090
® &0 ¢

e &6 ¢ B

® © o6

Seguramente habra alumnos que averigiien el resultado de
la suma antes de efectuarla con el material, porque la hayan
hecho mentalmente apoyandose en los dedos y en la tira
mental numérica. No importa. El objetivo de manipular estas
sencillas sumas es el de insistir en la estructura del sistema de
numeracién, No es lo mismo que los alumnos comprueben
experimentalmente que al unir ocho unidades con siete obte-
nemos una decena y cinco unidades (la decena, para el lugar
de las decenas) que evitar la experiencia para memorizar
aquello de «de quince me llevo una», ;Una qué?.

En esta etapa podemos practicar algunos ejercicios intere-
santes a cualquiera de los tres niveles antes dichos {(manipu-
lativo, manipulativo y numérico, numeérico sblo) segiin nos
indique el ritmo de aprendizaje de los nifios:

a) Uno inventa un problema. Los demids lo resuelven
operando con material,
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b) Sumas en las que falten uno de los tres datos:

b1) + ?
O oo

T . .
A\ . .
™ .

~b2) ® o0
: o ¢

N

b3) T ::.
(I
VT
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¢c) Ejercicios de cdlculo mental.

B) Uno de los sumandos tiene decenas. Son sumas del tipo
18 + 4,15 + 7,26 + 5. Tomemos, por ejemplo, 15 +:7. Se
colocaré el material como antes indicamos.

3

%Y
N 3

Primero se reunen los sueltos y transportan debajo de la
linea. Obtendremos una decena nueva, la cual llevaremos arri-
ba con la otra decena dejando en el lugar de los sueltos los dos
que nos han quedado.

2.° A\ . .
O

A

+
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Por Gltime uniremos la decena obtenida con la que teniamos
anteriormente v las llevaremos debajo de la linea.

g
- ,

En efecto, lo que hacemos normalmente cuando sumamos
con nameros es un trasunto de lo que hacemos con el material
manualmeénte. Esa es la razén de haber escogido el sentido

vertical. El sentido horizontal es algo mas complicado. Véase
* como seria:

Deesten=00

) Los dos sumandos tienen decenas-

Sean numeros como 23 + 21, 32 + 20, etc procurando, en
un primer momente, que no se llegue a la centena. El modelo
de operar es el mismo y caben ejercicios como los ya
citados. Pero, con seguridad, en esta etapa ya hay bastantes

. alumnos que han comprendido el mecanismo y no necesitan
el material.
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D) Material estructurado

El trabajo con este material se realiza como con el no
estructurado y supone un paso intermedio que ayuda a pasar
de lo estrictamente concreto a lo numérico.

E) Estrategias de ealculo

Cuando llegamos a la ejercitacion del calculo mental obser-
vamos que no todos los alumnos operan de la misma forma,
Veamoslo en un par de ejemplos: 18 + 5y 30 + 20 .

1) 18 + 5. Las estrategias més frecuentes son:-

a) Apoyarse en Ja imagen mental de la recta numeérica y en
los dedos. Se situan en el puesto 18 y, tocandose los dedos,
continuan diecinueve, veinte, veintiuno..., hasta veintitrés.

b) Toman la decena como barrera (en este caso el veinte) y
descomponen cinco: «dieciocho y dos veinte y tres que me
[quedan, veintitrés».

¢) Reproducen la imégen grafica del algoritmo:

18
+ s

Y verbalizan: ocho y cinco trece, dejo los tres y 1a decena la
llevo con la otra y tengo veintitrés.

2) Veamos ahora 30 + 20

a) Se apoyan en la imagen mental de la recta numérica y
desde 30 saltan dos decenas mas llegando a 50.

b) El algoritmo. Colocan mentalmente un namero debajo
de otro y operan.

¢) Se apoyan en la imagen del material estructurado. «Tres
barras y dos barras como no hay sueltos, pues cincuenta».

Las estrategias citadas son las constatadas ¢como mas fre-
cuentes. Hemos encontrado otras bastante méas complicadas
asi como nifios que calculan bien mentalmente pero son inca-
paces de verbalizar con cierta claridad lo que «hacen con su
cabeza».
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La didéctica que intentamos construir, por su propia con-
cepeion y naturaleza, se opone a la homogeneizacion, al saber
dogmatico y expositivo, a la imposicion forzada de un mode-
lo operatorio. Antes bien, trata de favorecer la diversidad, la
estrategia creativa, la busqueda personal. Y esto aun es el
terreno estricto del calculo mental.
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RESUMEN

Hemos intentado describir el largo camino del aprendizaje
de la suma. Normalmente se le dedica dos cursos escolares.
Tratemos ahora de resumir las etapas principales de ese cami-
no.

1) Iniciacién. La suma se ve como una transcripcion simbo-
lica de una accion o de una «historia». La expresion aritméti-
ca es puramente narrativa. En esta etapa podemos decir que
la operacidn es una accién interiorizada y que toda expresién
aritmética, 4 + 5 por ejemplo, es una expresién narrativa.

Coincide esta etapa con la comprensién de los primeros nii-
meros, conceptos como el de conjunto y entrada en el campo
del lenguaje matematico.

2) Extensioén. El tratamiento continuado sobre acciones,
problemas v situaciones conduce al fendmeno generalizador
consistente en traducir diferentes .expresiones («me
encontré», «me regalaron», etc) al mismo esquema simbdli-
co. Simultaneamente se asimila la estructura tripartita de to-
do problema y la operacion inversa, la resta.

3) La operacién es una herramienta. el avance progresivo
en la extension de la operacion, en el campo numérico (dece-
nas, centenas) y en la técnica operatoria van posibilitando un
paulativo alejamiento de la realidad. La suma deja de perci-
birse como un sencilla traduccién de un hecho. Ante un
problema o situacion de niimeros de dos ¢ tres cifras la bus-
queda del resultado lleva a utilizar la suma no para represen-
tar el problema sino para resolverlo.

La SUMA se convierte en un arma que sirve para resolver
cierto tipo de problemas, en un esquema o modo de operar
para hallar soluciones. De este modo la SUMA, llega, al final
del proceso, a ser una operacion aritmética.
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I - LA OPERACION

La resta nos parece la operacién matematica-cuyo aprendi-
zaje ofrece mayor complejidad v dificultad. Cierto es que los
programas oficiales vigentes consideran los dos cursos del
Ciclo Injcial como tiempo suficiente para ello, pero la expe-
' riencia muestra que la mayor parte de los alumnos es en el
Ciclo Medio (8 hasta 11 afios) cuando la asimilar, la apren-
den convirtiéndola en realmente operatoria.

Quizi sea conveniente, antes de entrar en la didactica de la
operacion en las paginas siguientes, recordar una distineién
ciertaménte banal pard la mayoria de los maestros, pero que
‘olvidamos con frecuencia: no es lo mismo algoritmo que ope-
racién, El algoritmo, truco numérice o técnica calculatoria de
la sustracion, sea el «austriacow, sea el «de bases», no ofrece
mayores dificultades para su aprendizaje y esta al alcance de
nifios de 7 a 8 afios. Sin embargo, la operacidén, entendido es-
te término como esquema matematico de accidén o bien co-
mo modelo de razonamiento matematico mediante el cual se
resuelve cierto problema o cierta situacién, es mas dificil de
construir o aprender; precisa de unos conceptos ¥ unos razo-
namientos que mas adelante los indicaremos, lo que hace
que sea en ¢l Ciclo Medio cuando su aprendizaje es real.

Es demasiado frecuente en la escuela ver ¢como nifios que
saben hacer perfectamente cuentas de restar colocados ante
determinados problemas o situaciones para cuya resolucién
han de aplicar la sustracién, son incapaces de hacerlo e inclu-
50, a menudo, dan soluciones disparatadas.

Por eso la didactica que propugnamos sobre el tema esta
basada en la resolucién de problemas y situaciones ocupando
un segundo plano la importancia dedicada a las cuentas.
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Ademas de la distincion entre algoritmo y operacién mate-
matica es preciso tener presente otra distincién: la operacion
como descripcién de una accién o suceso v la operacidn
sustraccién como herramienta utilizable para hallar solu-
ciones a un problema. .

Hechas las dos distinciones anteriores se comprenderd que
la RESTA ofrece grandes d1f1cu1tades tanto a los alumnds co-
mo a los maestros.

Sin embargo, el escollo mayor con que nos encontramos
en la didictica de la RESTA estriba en que acciones, proble-
mas y situaciones muy diversos entre si se resuelven aritméti-
camente con la misma operacion. Para mayor claridad vamos
a hacer una relacién de los problemas tipo més frecuentes en
la escuela:

1) Juan tenia 9 cromos y se le perdleron 4 ;Cuantos le
quedan?.

La accidn «se le perdieron» es sustituible por «le robaron»,
«se le cayeron» y similares.

2) a. «Juan tenia 8 cromos. Estuvo jugando y ahora le
quedan s6lo 3. ;Qué pas6? ;Cuantos perdid?. -

b. O bien este otro: «Juan tenia 2 cromos; ha estado
jugando y ahora tiene 9 ;Qué ha pasado? ;Cudntos ha gana-
do?».

Las diferencias entre los problemas del tipo 1 y los del tipo
2 son notables. En los del tipo 1 hay un conjunto inicial que es
el total, al cual se le sustrae un subconjunto quedando otro
subconjunto. Son los problemas mas elementales puesto que
viene indicado el conjunto inicial v el operador («quitar 4»),
verdadero trasunto de la accién real. Por el contrario, en los
del tipo 2, hay un conjunto inicial y un subconjunto (b) o re-
sultado fmal (caso a) al tiempo que se omite el operador. Las
estrategias que utilizanlos chicos en la resolucién de proble-
mas de este segundo tipo son muy variadas. De ello se habla-
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r4 mas adelante. Por ahora basta con consignar que la escri-
tura artitmética de los problemas anteriores seria:

Tipo 1
9-4 =,

Tipo 2 *
a) 8-...=3

b) 2+. =9

Hemos constatado que la solucién de los problemas del se-
gundo tipo se va haciendo- posible a medida -que conse-
guimos que el razonarmento de los nifios se vaya hac1endo Te-
versible.

3) a. Juan tiene 2 cromos y Pedro tiene 9. ;Cuantos mas
tiene Pedro que Juan? o bien, ;Cuantos cromos tiene menos
que Pedro?. O bien ;cuantos crOmos le faltan a Juan para te-
ner como Pedro?. :

b. Juan mide 130 cm. y Pedro 145 cm. Aqm caben 1nterro—
gantes similares a las anteriores.

" Los problemas de este tercer tipo se caracterizan por con-
sistir en una comparacion entre dos cantidades, dos conjun-
tos o0 dos magnitudes.

Y en ellos radica su diferencia con los de los tipos ante-
riores. En los del tipo 1 y 2 hay siempre un conjunto dado y se
trata de hallar algan subconjunto de &l. Por el contrario, en
los del tipo 3 hay dados dos conjuntos y tenemos que hallar la
diferencia numeérica entre ambos.

Tradicionalmente en la escuela ha habido dos tratamientos
didécticos de la resta. Uno consistia en una presentacién co-
mo operacién inversa de la adicién y su ensefianza quedaba
reducida a la realizacion de cuentas. El otro consistia en la en-
sefianza directa de la misma sobre ejemplos-problema del ti-
po I seguido de la ejercitacion en las cuentas retrasando la
verdadera comprension de la operacién hasta el aprendizaje
de las ecuaciones.
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En la didictica que aqui exponemos descartamos ambos
enfoques y optamos por uno inverso a los anteriores: Parti-
mos siempre de experiencias, situaciones ¢ problemas
concretos; iremos colectivamente ¢oncretando las simboliza-
ciones de tales problemas hasta llegar a la netamente aritmé-
tica; acompaiiada de su expresién verbal correcta; simultane-
amente iremos, mediante la manipulacién de materiales
construyendo el algoritmo y ejercitandonos en él. -

Optaremos por un enfoque global en ¢l sentido de no aislar
el trabajo sobre esta operacion de otras experiencias mate-
maticas (conjuntos, clasificaciones, sumas, calculos numéri-
cos, v ampliacidén del campo numérico) sino intercalando
unas experiencias con otras y yendo progresivamente avan-
zando como indique el nivel de la clase.

La operacion sustracion viene a ser construida por los indi-
viduos sobre la base de conceptos y razomamientos pre-
viamente adquiridos. No es posible ya a tenor de las investi-
gaciones en psicologia de los ultimos afios considerarla como
algo aislado sino formando estructuras operatorias de con-
junto por lo que su ensefianza-aprendizaje no puede ser aisla-
da.

Desde el punto de vista didictico nos interesaria no sélo
desbrozar los conceptos y razonamiéntos sobre los que se
asienta la resta sino también los contenidos escolares y las
experiencias que hacen posible su aprendizaje.

Lo intentaremos. Para ello vamos a reagrupar los tres tipos
de problemas antes mencionados en dos solamente. Los ti-
pos uno y dos los agruparemos en uno sélo que llamaremos
RESTA A; a los del tipo tres los denominaremos RESTA B.

RESTA A

Como ya dijimos se caracteriza a nivel concreto, por tener
que hallar una de las dos subpartes del conjunto total. A nivel
de célculo numeérico las estrategias mas usadas son:

—Descender en la recta numeérica (tipo 1).
—Ascender en la recta numeérica (tipo 2).
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A nivel grafico utilizando diagramas de Venn puede tener
esta visualizacidn:

1

A nivel l6gico para la comprension de este tipo de proble-
mas es condicidn sine qua non el tener en cuenta simultane-
- amente ¢l todo y las partes. Lo cual, obviamente, no se con-
sigue en uno o dos meses de actividad escolar dedicada a la

resta. Es preciso trabajar ¢on anterioridad o mmultaneamente
lo siguiente:

a) CLASIFICACIONES, sobre todo la NEGACION en
clasificaciones dicotémicas.

b) CONJUNTO REFERENCIAL O UNIVERSAL.

¢) SUBCONJUNTO.

d) CONJUNTO COMPLEMENTARIO.
No es lo importante la terminologia especifica-
mente conjuntista, que puede ser obviada, sino
las experiencias que realizan los alumnos, tfenden-
tes a construir esos concepros.

e) SISTEMA NUMERICO DE BASE 10

J} ESCRITURA ARITMETICA del tipo: 8 + ... = 14
(Ver lo dicho al respecto en el capitulo de la SU-
MA).

La metodologia de trabajo en las experiencias sobre los
puntos anteriores es la habitual dando importancia a la repre-
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sentacién grafica, a la verbalizacién y al juego constante
gobre estos tres razonamientos: -

A + B = C (Dos partes, A y B, forman un todo, C)
C-B =
O bien:
AT+ AY

B
A -

RESTA B

Como ya quedd dicho la caracteristica comin de los
problemas del tipo 3-es, a nivel concreto, establecer una
comparacién entre dos cantidades, dos colecciones de obje-
tos, dos magnitudes o dos numeros.

Dados dos conjuntos parece ser que la estrategia mas co-
min es establecer una correspondencia entre los elementos
del conjunto menor y los del mayor, obteniendo asi el sub-
conjunto de elementos que constituye la diferencia.

De cualquier modo, siempre se produce una particién en el
conjunto mayor: dos partes, una equivalente al conjunto me-
nor y la otra seria €l conjunto diferencia. Su representacién
grafica podria-ser:
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En ia resta tipo B, pues, a la dificultad de considerar simul-
taneamente el todo y las partes se afiade otra mas; comparar
ese todo y sus partes con otro conjunto menor.

La construccién de este tipo de resta requiere trabajar:

— Los conceptos de MAYOR QUE, MENOR-QUE Y TAN-
TOS COMO... '

— CONJUNTO DIFERENCIA

— EXPERIENCIAS VARIADAS SOBRE COMPARACION
DE CANTIDADES.

Por cur1051dad intelectual podemos preguntarnos cémo s
que tan vanados razonamientos y problemas tan diferentes
unos de otros tienen un mismo tipo de representacmn aritmé-
tica. Y en forma de ecuacién ademas.

De]a.ndo aunlado esa cur1051dad y retornando a la didactica
co:uvendremos seguramernte, en que ambos tipos de proble-
mas de restar vienen a confluir, a medida que va progresando
el desarrollo del pensamiento matematico de los alumnos, en
un Gnico tipo de resta: la aritmética, es decir, la sustraccién
como operacién inversa de la adicién. Podemos asi describir
el aprendizaje de la resta como un largo proceso que se inicia
en sencillas situaciones problematizadas, en manipulaciones
idéneas, de material, (de las que ya hablaremos), que aparen-
temente no tienen nada que ver con la resta; que dichos con-
ceptos vy razonamientos se van interiorizando mediante un
trabajo continuado de simbolizacién; y poco a poco las mani-
pulaciones y situaciones reales van cristalizando en un es-
quema operatorio que se aleja de la realidad, de la que nacié;
un esquema de razonamiento que se apoya en DUMeEros y
otros signos y que por su caracter abstracto es valido para to-
das aquellas diferentes situaciones. La resta, construida de
este modo, viene a convertirse en una herramienta al servicio
del pensamiento, es decir, en operacién aritmética.
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II. SU DIDACTICA _
INICIACION A LA RESTA

Dada la dinimica abierta y, en lo posible, giobalizadora que
intentamos en clase, las situaciones cuya resolucidn precisa
de la resta, aparecen con frecuencia antes de que los alumnos
posean lag herramientas numéricas y operatorias necesarias
para resolverlas. No obstante no eludimos la solucién de esas
situaciones.

Sin embargo, la resta necesita ser tratada sistematicamen-
te, simbolizdndola con el mismo esquema metodoldgico que
la suma, inmediatamente después de la asimilacién del es-
quema operatorio aditivo y con niimeros menores de 10.

Sirva de éj emplo ilustrativo el modo de trabajo de una clase
de seis afios a finales del primer trimestre.

La situacion que se plante¢ fué la siguiente:

Javi habia traido 5 caramelos pero en el recreo se habia co-
mido 2, ;Cudntos tenfa ahora?. Lo calcularon mentalmente.
Pero después cada uno hubo de inventar una historia similar.
Todos escenificaron su historia, bien con material, bien con
otros nifios. Por ejemplo, uno planted una historia de va-
queros; eran 6 vagueros pero 2 murieron en un tiroteo con los
" indios; ;Cudntos quedaron? (escenificado)

Luego se propuso que cada uno dibujase su historia, pero
con nimeros. Al hacerla vimos gue faltaba algo que nos indi-
case la accidn de quitar, perder... .

Propusieron varios simbolos, entre ellos el convencional «-»
que alguno conocia de haberlo visto en casa. Se vot¢ y elegi-
mos el «-».

Algunos nifios querian comprobar si ese simbolo lo
conociar otros niflos mayores que ellos y llamamos a nifios de
otras clases.

Al simbolo «-» le dimos el significado genérico de «quitar».

Aprovechando las distintas situaciones de la clase (plantas
gque se iban secando, renacuajos muertos, lapiceros que se
habian quedado pequefivs y ya no podiamos utilizar,...) las
escribiamos y calculdbamos con niimeros.
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El trabajo de efercicios individuales de afianzamiento es si-
milar al realizado con la adicidn.

Adjunto una ilustracion en la que se aprecia una «historia»
de los primeros niveles: el gorro se comié dos de los cinco
huevos que puso la galling.

. O
0Q0
A 00 5-2 = 3.

‘Esta na:rac:bn tan breve requiere algunos comentarios.
Antes de hacerlos reséfiemos que estos alumnos habian tra-
bajado justamente antes la suma con el mismo método por lo
» que tenian cierto habito de proponer, simbolizar y votar los
simnbolos.

i

1) Comienza ¢] trabajo sistematico de la resta a partir de una
situacién real, que ella problematiza y reorienta.

2) Provoca o sugiere otras situaciomes reales o inventadas
pero concretas vy similares a la primera. Aprovecha el mo-
vimiento y diversos materiales.

3) Pasa, a continuacion a la representacién graﬁca de las si-
tuaciones. Ya sabemos -véase el capitulo de la SUMA-que
dichas representaciones comienzan siendo figurativas y
que progresivamente van siendo depuradas hasta llegar a
la representacion de tipo aritmético.

4) No ha utilizado representacion conjuntista sino que a par-
tir de las representaciones espontaneas ha ido hacia la no-
tacion aritmética.

Una vez simbolizadas la suma y la resta es conveniente si-
" multanear el trabajo sobre ambas operaciones durante el res-
to del curso.
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Nos parece de la mayor importancia la expresion oral de las
acciones o problemas, sobre todo porque eilo posibilita la to-
ma de condiencia de las tres partes simbolizadas, que ya 10 he-
mos mencionado al tratar de la SUMA. Y mas atn en lo que
respecta a la expresién asociada al operador. El signo «+»
represeiitativo de muy diversas expresiones (situaciones):

— Tengo tantos v «me dany tantos
— A tantos que tenia «le junté» tantos otros =~ -
— «Me dieron», «me encontré», «afiadi», etc.

Utilizar el signo « + » para resolver sifuaciones con expre-
siones verbales tan diferentes es, un efecto, el fendmeno ge-
neralizador, la GENERALIZACION. Si no se llega a generali-
zar (hace propio el esquema operatorio y aplicarlo a diferen-
tes situaciones) el signo « +», hay que volver sobre pasos an-
teriores.

El signo «-» es en principio, representativo de diversas ac-
ciones que van decantandose como de «quitar»:

— Tengo tantos y «me quitan» tantos .
— «Me roban», «se perdieron», «se caen», etc.

El esquema consiste en que dada una cantidad inicial hay
que disminuirla restandole otra. Es descender en la recta nu-
mérica. Pero lo importante es la aplicaciéon del mismo es-
quema operatorio a todas ellas.

LA RESTA QUE NO LO PARECE

- Hay situaciones.o problemas como los del tipo 2, vistos en
las paginas anteriores, cuyo tratamiento es conveniente ha-
cerlo, si es que no han surgido en el aula, al hilo de los del ti-
pol. : :

Es muy probable que surjan sucesos aprovechables para su
tratamiento como el siguiente:

«Jorge tenia en su estuche 12 lapices de colores pero ahora
s6lo tiene 4» ;Qué ha pasado? ;Cuéntos le faltan?.
Si no disponemos de situaciones apropiadas podemos pro-

vocar que surjan, por ejemplo mediante juegos. Veamos dos
juegos de este tipo.
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JUEGO DEL LADRON

Cada chico tiene sobre su mesa una pequefia cantidad de
material {chapas 6 corchos o botones o cualquier otro con tal
de que sea discontinuo). Cada nifio dice el ntimero de ele-
mentos que tiene. A una sefial del director del juego (el ma-

" estro o un alumno) se vuelven de espalda, y otro «el ladrény,
va pasando y quitando a cada uno unos cuantos elementos.
A continuacién cada uno va diciendo cuantos elementos

" tenfa, cuantos Je quité el ladrén y cuantos le quedan.

Este juego ofrece muchas variantes motivadoras que cons-
tituyen ejercicios de calculo vivo.

Es interesante simbolizar el juego. Todos tienen ahora pa-
-pel v 14piz menos el ladrén y otro chico que serd a quien robe.
el ladrém.

ﬁ

-Sea, por éjemplo, que ese chico tenia 12; ha pasado el
ladrén y le ha dejado sélo 4.

- Para mayor sencillez podemos solicitar de los alumnos que
representen la «historia» sin nameros.

Iran convergiendo a través de sucesivas «historias» simila-
res, debates y votaciones en una representacidon de este tipo:
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En aulas donde se ha trabajado el ehfoque conjuntista
viene a concluir, normalmente, en esta otra, que es bésica-
mente igual a la anterior:

Podremos convenir en que estas representaciones son una
visualizacién de la «historia» que cada cual tiene en su mente
v que constituye la base psicoldgica de estos problemas.

Pero cambiemos de modo de representar. Pidamos que
ahora lo hagan con ntmeros y el signo gue ya conocen:
«quitar». Las dificultades aumentan porque ahora han de

" escribir las tres partes del problema, es decir, el estado inicial,
el operador y el estado final o resultado sin conocer el opera-
dor que es lo que falta en este tipo de problemas. El esquema
aritmético es, en estos casos, mas complicado que el conjun-
tista.

Las representaciones anteriores eran itiles porque tachan-
do elementos, o rodeando, podian averiguar el operador,
«cuintos se habia llevado el ladrén». Sin embargo, la repre-
sentacién aritmética, que seria 12 - ... = 4, los coloca en la si-
tuacidén de averiguar el operador sin tachar ni manipular sino
calculando mentalmente. ;Como averiguarlo? El recurso que
mas frecuentemente usan es el de ascender en la recta numé-
rica, en este ejemplo, desde 4 hasta 12. Otros descienden y
obtienen un resultado idéntico.
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JUEGO DEL REY MAGO

Es un juego opuesto-al de ladréon. Cada alumno tiene un
determinado numero de objetos. A una sefial se vuelven de
espaldas y va pasando el «rey mago», afiadiendo unos pocos
objetos a cada uno. Después hay que verbalizar cuantos se
tenian, cuantos se tienen, ahora y cuantos;ha regalado el
«Tey magox., ,

Una variante competitiva de este juego es el juego de «el
abuelo». Se juega de tres en tres. Uno hace de «abuelo», otro
de nieto y el otro chico observa. Alternativamente se van
cambiando los roles. Aqui el «abuelo» hace 1o mismo que en
el otro juego-hacia el «rey mago». El nieto debe acertar y el
observador vigila si la respuesta es 6 no es correcta,

B - RS

Solicitaremos, después de haber jugado bastantes veces,
la representacién, «el dibujo», de problemas como los del
juego. Sea el signiente:

<

«Irene tenia 6 garbanzos, ha pasado el «rey mago» y ahora
tiene 9 ;cuantos le diéd el «rey mago»?.

La representacién a la que normalmente se llega es a
una de este tipo:

o bien
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Si los chicos utifizan diagramas seria:

En este tipo de representaciones no aparece nunca repre-
sentado el operador, esto es, lo que hace «el abuelo». Por lo
tanto es interesante pedir que representen el problema en-
cuestion haciendo notar esa falta, para que vayan caminando
a la forma de representacion aritmética.

La representacion a la que fllegan es como este modelo:

::‘; T 0% = ::'.

0 sea, una adicién. Y si pedimos que estos problemas los
representen con nimeros lo hacen comeo la suma.
6+3=29 : .

Lo. hacen asi porque antes de representar el problema ya
han calculado mentalmente la solucién ascendiendo en la rec-
ta numérica y escriben, ya encontrados, los tres datos del
problema.

Nos encontramos, pues, que en el nivel del que hablamos
-curso I- las situaciones o problemas de este tipo se resuelven
aditivamente. ;Es por eso por lo que decimos que estas restas
no parecen restas. ;Por qué?.
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Tal y como hemos venido iniciando el aprendizaje de la ope-
racion, ésta, a nive] grafico o simbélico se vive como la repre-
sentacion de un problema. En otras palabras, la operacion es
por ahora la descripcion de una accion.

Sera mas adelante, cuando operen con nimeros algo mayo-
res y hayan tenido més experiencias, como por ejemplo, la de
la balanza, de la que luego se hablara, cuando podran invertir
los términos y dado un problema de los de este tipo, por
ejemplo, 25 - ... = 11 llegaran a.efectuarlo restando 11 de 25;
entonces podremos hablar de la resta en sentido realmente
operatorio.

L
Por 1ltimo diremos que enfocar el aprendizaje asi favore-
ce: ,
a) La comprensidn de las situaciones y la construccion del es-
quema }:égi'co del todo y las partes, base de la operacidn,

"b) La transcripcion de hechos reales al plano simbélico, lo
cual va haciendo comprensible el lenguaje matematico
puesto que es recreado por los alumnos.

¢) La invencion de problemas y el ejercicio inverso; es decir,
dada una expresion, por ¢jemplo, 8 - ... = 3, imaginar un
hecho real para ella.

d) La comprension de los ejercicios tipo:
§-...=13
8-5=..

w-5=3
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RESTA «LLEVANDOSE»

Conocemos dos enfoques en la ensefianza de la técnica ope-
ratoria. El primero y mas conocido es el método «austriaco»
utilizado ya en la Edad Media. El segundo podrlamos deno-
minarlo «método de bases».

La técnica operatoria del «método austriaco» se basa en el
principio de las diferencias constantes entre dos cantidades
cuando a ambas se les suma o se les resta la misma cantidad.
Tomemos un ejemplo: a 52 sustraerle 46; tradicionalmente
escribimos asi: 5

46

Y recitamos «de seis hasta doce, seis; me llevo una, y
cuatro y una son cinco. De ¢inco hasta cinco van cero».

Lo que realmente hacemos es, puesto que a dos no le pode-
mos sustraer seis, afiadimos 10 unidades al minuendo. Enton-
" ces el nimero 52 queda convertido en el 62, y para que la dife-
rencia entre minuendo y sustraendo permanezca idéntica, las
10 unidades anteriores las pasamos a continuacién al sustra-
endo pero en forma de decena, (a la cifra de las decenas). Fl
sustraendo aumenta con lo cual la diferencia entre ambos es -
la misma.

Ahora bien, desde el punto de vista didactico, no nos pare-
ce valido este método en el Ciclo Inicial, porque el objetivo
{iltimo no se limita y detiene en el manejo del algoritmo sino
que, en nuestra opinién, el método operatorio elegido debe
posibilitar el conocimiento de nuestra sistema numeérico, sen-
tar las bases para el trabajo aritmeético en el Ciclo Medio.

En este sentido es preferible optar por el «método de ba-
ses». Por este método la técnica operatoria, en la resolucioén
del algoritmo es mas simple y, ademas coherente con la didac-
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tica que propugnamos y con el aprendizaje que los alumnos
han desarrollado en la construccion de las decenas. Valga el
mismo ejemplo: sustraer 46 de 52;

Descomponemos el minuendo extrayendo una de las cinco
decenas y aportandosela a las unidades con lo que sb6lo
quedaran cuatro decenas pero tendremos doce unidades. Asi
podremos restar seis unidades a doce unidades y cuatro dece-
has a cuatro decenas:

4‘@
¢ |
4 6

- 06

Si los nameros son de tres cifras, esta técnica calculatoria
refuerza aun més el aprendizaje de los valores posicionales de
las cifras y el uso de ello.

" El tratamiento didéctico de la técnica de la resta con niime-
ros de dos cifras es el mismo que el de la suma: situacién
problemaitica, resolucién de la misma manipulando material,
transcripcion simbélica.

Sea una situacién que haya de resolverse restando doce a'
veintiuno, Colocamos al material correspondiente sobre la
mesa, vasos y botones, por ejemplo, y manipulamos pero no
colocamos el material del sustraendo sino que lo sefialamos
con sus cifras respectivas sobre la mesa.

, U0,
-1 2
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Como no podemos quitar dos unidades a una unidad habra
que vaciar un vaso (decena) en el lugar de las unidades con lo
- que ya tendremos 11 unidades al tiempo que se nos queda 59-

lo una dece_na.
0000
~7 s0000 -
b | e

)

A once unidades quitamos dos; nos quedaran nueve que
llevamos debajo de la linea. A una decena quitamos una dece-
na vy no nos queda nada. La operacién quedara asi:

No es especial significativo utilizar vasos; viene igual al ca-
so cajas de cerillas u otros tipos de recipientes. Si esta fase de
resolucién del algoritmo se complementa utilizando material
estructurado de base 10, como el de Dienes, mejor.

Cuando la técnica manipulatoria esta aprendida, lo propio
€S pasar a operar con nimeros solamente.
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Con numeros se opera igual que con el material. Para ha-
cerlo evidente y que ello quede interiorizado conviene que los
chicos resuelvan una operacién manipulado materjal e inme-
diatamente resuelvan la misma s6lo con nimeros, verbalizan-
do lo que estan haciendo, tachando y completando lo que sea
necesario.

En el ejemplo antenor se puede hacer asi:

_‘ 4ﬂ
- X
42

&;‘La utilizacién de material estructurado, que ppsiblemente
ya conozcan 10s alumnos al haber tratado la suma, es muy
conveniente pues al descomponer centenas en decenas y estas
en uhidades ejercitan las equivalencias en sentido contrario al
de la adicién.

..).S

Resumiendo, los pasos ordenados cronoldgicamente que
creemos se deben dar son, como en la SUMA.:

1.- Manipulaciones directas. El maestro va dando las consig-
nas (V. gr. «a veinticuatro le vamos a restar nueve»), los
alumnos colocan el material correspondierite sobre la mesa
y operan.

2.- Manipulaciones directas v su simbolizacidén, es decir, re-
suelven la consigna dada primero con material v luego con
mimeros solamente.

3.- Dada una expresién numeérica, escrita en la pizarra e in-
ventada por cualquiera representarla con material y resol-
verla. Por ejemplo, sale un chico y escribe 32
cada cual colocard su material y lo resolvera. -16

4.- Ejercicios de trabajo personal a nivel numérico.”

5.- Calculo mental sobre la recta numérica,
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LA RESTA B

En péginas anteriores quedd explicado lo que entendemos
por resta B, Las situaciones o problemas agrupados bajo este
nombre son los mas dificiles de resolver. Es normal encontrar
alumnos, incluso en 5.° curso, que tienen grandes dificulta-
des para resolverlos.

Con el fin de ilustrar su tratamiento en clase vamos a ad-
juntar la narracién de una experiencia realizada con un grupo
de alumnos de dos cursos del Ciclo Medio:

«El motivo de trabajer la resta con alumnos de es-
tos cursos vino a consecuencia de encontrarnos con
problemas de restar que no sabian resolver en unos
cuadernillos de problemas gue estaban tanto en la
comprension del texto de los problemas como de las
operaciones que debian hacer. Les propuse que co-
menzaramos a aprender a resolver problemas de res-
far otrg vez, como si no supieramos nada, olvidando
lo que se habia aprendido antes. Preparé un disefio
progresivo de la operacién y empezamos al dia si-
guiente:

I
Iniciamos la experiencig con una situacién no
problematizada; ésta: «En clase hay 14 nifios y 6 ni-

fias».

Lo primero que sugiero es representar simbolica-
mente esa situacion, cuyo texto he puesto en lg pi-
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zarra. De las diferentes representaciones propuestas,
la seleccionada fue la siguiente:

x\ /&

X%
X X

Conseguido esto pasamos a otra cuestién: inventar
" pregunias para esa situacion. De las diferentes pre-
‘ guntas que surgian fuf seleccionando y escribiendo en
la pizarra, correctamente expresadas, las siguientes:

aj ; Qué conjunto es mayor?
b) ¢ Cudntos nifios hay mds que nifias?
¢) ¢Cudntas nifias hay menos que nifios?
d) ¢Cudnto es la diferencia entre un conjunito y
otro? ' ,
e} ¢Cudntas nifias faltan para que haya tantas
como nifios? )

Después de esto nos dedicamos a inventar ‘cada uno una si-
tuacion del tipo de la anterior, representaria Y aplicarle, con-
testdndolas, las mismas cinco pregunias.

I

Durante otra sesion entera hemos seguido el mismo
trabajo: uno invenia un problema de este tipo, los de-
mds simbolizan el problema. y le aplican las cinco pre-
guntas,
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La mayoriz de los nifios no necesitan ya la representa-
cidn grifica para resolver el problema. Calculan men-
talmente por adicion {por ejemplo, si agui hay 6 y alli
18, pues 7, 8... hasta 18) lo cual les obstaculiza a algu-
nos para representar el problema como sustraccién:
18 - 6 = 12, aungue van tomando conciencia de que
en todos los problemas es mds ficil, cuando no
pueden resolverlos mentalmente, restar al niuimero
mayor el numero menor. .

Quizd lo que mds ayude a profundizar en el aprendi-
zaje de la resta sea la verbalizacidn o explicacién que
cada uno da-a su forma de resolver el problema. Hay
una cuestion importante que surgié a raiz del siguien-
te problema:

«En una piara hay 35 cabras y 15 ovejas» ;Cémo
hallamos la diferencia?».

La respuesta exponidnea e inmediata de algunos fue
que «a las 35 cabras le quitamos las 15 ovejas». Pero
otros dicen que no, que «a las cabras cémo les vas a
guitar las ovejas» Para dilucidar. este conflicto que el
problema ha planteaa‘o propongo que representen el
problema y asi veremos con claridad lo que reglmente
hay que hacer.

Efectivamente, dibujado el problema, los dudosos
comprenden gue lo que hacemos no es gquitar ovejas al

* conjunto de las cabras, sino restar-al conjunto de las

cabras - tantas cabras como ovejas hay. Es este
un matiz esencial en el que insistimos en poste-
riores problemas pues pasarlo por alto, creo, im-
pide la verdadera comprensién de la operacidn.

La situacién que a continuacion expongo vino a hacer
patente ese matiz:

Medimos nuestra altura y después las representq-
mos en diagramas de barras. Luego estuvimos compa-
reando y sacando diferencias. Algunos casos los
problematizabg yo con el fin de que explicaran como
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resolvian el problema. «Prudencio mide 1,45 cm. ¥y
David 1,12 cm. ;Cudnto le saca Prudencio a David?».
Se ve claramente en este ejemplo que a Prudencio no
le podemos quitar David sino que a lo que mide Pry-
dencio restamos tantos cm, como mide David.

ar -

Estq sesién la hemos dedicado a resolver fichas que yo
" habia preparado. Los problemas y ejercicios de las
- fichas estaban basadas en las situaciones anteriores
que se habian dado en clase o en otras parecidas. Su
resolucidn es individual, L
Por lo que observo, parece que la claridad en la expre-
sién verbal de como se resuelve un problema va para-
lela a la comprensién y razonamiento del mismo. Es
muy importante reflexionar sobre el hecho de que en
el.conjunto o cantidad mayor efectuamos una parti-
" cidn: un subconjunto equivalente al otro conjunto y el
subconjunto diferencial, Y paulatinamente ir inte-
riorizando el razonamiento del todo y las partes.

v

En dias siguientes alternamos la resolucién de proble-
mas con juegos sobre la recta numérica. De la recta
nimerica ya dijimos algo en el capitulo de la suma.
Ahora mencionaremos algunos juegos.

1) Materializacién de la recta con garbanzos y chapas
{decenas) en el suelo. Los chicos, alrededor. Uno dice
un numero, otro dice otro mayor; el tercer Jugador ha

de sefialar manualmente la diferencia. El Jjuego es ro-
tativo.

Es posible el mismo juego en sentido inverso: uno dice
un niimero, otro dice otro niimero pero menor que el
anterior; el tercer nifio halla la diferencia y la delimita
realmente, o
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2) El parchis con dados. Sobre un papel grande o
tablero se dibuja la recta de modo similar a los parchis
0 a los juegos de la oca.

En las caras del dado hay marcados miimeros precedi-
dos del signo «+ » o del signo «-», de tal modo que
por efemplo, « + 12» indica avanzar doce pasos y «-
15) indicaria retroceder 15 pasos. Puede haber hasta 4
Jjugadores. Cada uno tendrd su ficha para mover. La
norma principal es que no se puede contar con la ficha
de uno en uno como se hace en el juego del parchis, si-
no que primero se calcula mentalmente y a conii-
nuacién se traslada mentalmente la ficha.

Las fichas se colocan mds o menos en el centro de la
recta, para poder avanzar o retroceder. Gana el juga-
dor que antes salga por algin extremo.

3) El juego de los dos dados. El mismo tablero que
para el juego anterior. En un dado hay niimeros ma-
yores, En otro menores. Sean en un dado estos: 150,
140, 125, 100, 93, 85. En otro 20, 45, 50, 60, 75, 80.
Un jugador lanza primero un dado y luego otro. Debe
decir la diferencig entre ambos nitmeros. Ef tablero es
mero soporte. Puede haber mds de dos jugadores. Se
establece un tope de tiradas; en una hoja se van ano-
tando las diferencias de cada uno. Gana el jugador
que al final tenga la mayor diferencia que seria aguel!
al que le hubiese caido la cara 150 y la 20.

Los juegos sobre la recta ofrecen tres puntos impor-
tantes. A mi juicio son:

1.- Son principalmente ejercicios calculatorios para
los cuales la recta sirve de apoyo y comprobacién. La
recta les sirve para rebasar las decenas. Asi, por
efemplo, cuando uno dice 23 y otro 42, el tercero usa
normalmente este razonamiento: de 23 hasta 30, 7;: de
30 hasta 40,.10y yavan I7. De 40 a 42, 2, En total van
19.

2.-Un seguna‘o punto importante es que lo que se
cuenta en la recta son las distancias entre elfemento y
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*t
elemento, no los elementos, De 2 hasta 5 van 3, pero 3
espacios no tres elementos, a menos que se incluya el
5.° elemento. Esto es algo dificil para nifios débiles.
Hay quien duda, por efjemplo en cudntos van de uno a
tres o de cero hasta dos y salen de dudas verificindolo
en la resta.

3.- Los juegos de mayor a menor facilitan la asimi-
lacion de un detalle importante: de 23 hasta 42 van 19,
Dpero cambiando el orden de los mimeros es decir de 42
hasta 23 también van los mismos 19, por lo tanto po-
demos hallar la diferencia «yvendo hacia arriba» en la
recta o «yendo hacia abagjo».

¥V

La iiltima experiencia que hicimos fue la de las balan-
- zas, Aprovechando el taller de carpinterfa cons-
truveron uha baldnza para cada dos, del tipo cld-
sico:

Con la experiencia de las balanzas se proponian dar el
paso a operar a nivel aritmético. La balanza es un
stmil fecundo de una ecuacién: Los dos platos pueden
ser a nivel real lo que los dos miembros de una
ecuacion a nivel abstracto; el fiel de la balanza, que
nos indica el equilibrio puede ser como el signo
«igual» de la ecuacion,
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La balanza sirve para pesar; se pesa equilibrando am-
bos platos. Para equilibrar realizamos ciertas acciones
Y razonamientos. Esos razonamientos son los mismos
que a nivel abstracto realizamos en una ecuacién. En
consecuencia la experiencia con balanzas tiene por ob-
Jeto que tomen conciencia de lo que hacen reaimente ¥
lo generalicen, abstraigan y les sirva de Soporte expe-
riencial para la resolucién de abstracciones aritméti-
cas.

Cuando estuvieron construidas y después de un tiem-
Do de experimentacion libre nos dedicamos al trabajo
dirigido en el que yo iba dando consignas a hacer. El
material a usar fueron las unidades del material multi-
base (cada una mide 1 cm3), por pesar todas igual.

La norma: que la balanza debe equilibrarse siempre.
Cada equilibracion que hacemos con el material la
‘represeniamos seguidamente con nimeros.

- a) Consignas simples.

En el plato de la izquierda poned I5. ¢ Qué pondréis
en el de la derecha?y.

La respuesta general e instanténea es obvia: 15. Pero
con la pregunta «;siempre 15?» aparecen divergen-
cias. ’

— Puedes poner 10 y luego 5.

— También 14 y luego 1

— §1, siempre 15. Lo que pasa es que se
puede poner en dos o tres veces pero
tiene que ser siempre 1 3.

Y hacemos lo siguiente: cada uno debe escribir su pe-
sada pero-pero de modo distinto a los demds. Son
escrituras como las siguientes: -

15 =11 + 4
I5=14+ 1 _
I5=8+3+71+1+471+1

Cambiamos de plato. «Poned 15 en el de la derecha.
¢ Qué pondréis en el de la izquierda?».
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Ahora las escrituras son asi:

4+ 1
11 + 4

5
15

Continuamos con consignas similares, cambiando de
plato pero sin necesidad de poner manualmente los
objetos en los platos de la balanza,

Para el pensamiento adulto el hecho de que siA = B,
entonces B = A es algo evidente, pero no es tan evi-
dente en principio para muchos nifios. Por lo mismo,
sil5 = 14 + I entonces 14 + 1 = 15. Las experien-
cigs y consignas de este tipo.iban encaminadas a 0b-
servar que los dos platos {ambos términds de la
ecuacion) son intercambiables.

Algunos descubrimientos son interesantes:

- Da lo mismo leer primero el «plato» de la izquierda y
luego el de la derecha que al revés.

— Si Jacinto es hermano de Eva entonces Eva es her-
mana de.Jacinto.

— Si Francisco tiene la misma edad que Daniel, Da-
niel tiene la misma edad que Francisco.

b) Equilibraciones libres.

Aungue ya sabemos que da lo mismo empezar por un
«plato» que por el otro, tomamos la norma de empe-
zar siempre por el de la izquierda.

Las experiencias de ahorg no son lan sencillas:

«En un plato hay 25 y en el otro 33.», ;€Cdémo pode-
mos equilibarlos?.

A nivel manual caben varias opciones:

— Afadir al de 25 hasta igualar con 33,

— Quitar al plato de 33 hasta dejarlo en 25.

— Quitar al plato de 33 y aftadirlo al de 25, con lo que
habrd 29 en cada plato. )

Experiencias de este tipo son abiertas y favorecen la
biisqueda y la divergencia. Un detalle de importancia
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es que casi nunca necesita hacer uso del materigl, a pe-
sar de tenerlo a mano. Solamente recurren a él en caso
de discusién, para comprobar.

¢} Equilibraciones no libres.

Ahora no es necesario manipular. Conservamos el
simil de la balanza pero operamos a nivel numérico,
sin material, en encuaciones de dos tipos: -

caj25 + ...=40--4A+ X =258
chj30-..=16—-A-X =28

c.a) En un plato hay 25 en el otro 40 ; cudnto afiadire-
mos a 25 para tener 40? ; Como encontrar ese ntime-
ro?.

c.b) A 30 le quitamos algo y nos quedan 16 ;cudnto
quitamos? ;cémo encontrar ese niumero?.

En estos ejemplos en los que la incOgnita pueden
hallaria mentalmente por tratarse de nimeros ase-
guibles sin necesidad de algoritmos, no se ve con clari-
dad el esquemna de resolucion de las ecuaciones plante-
adas.

Me parecié entonces conveniente dar un nombre al
nimero que habla que averiguar y ademds
que los nimeros fueran algo mayores. El nombre con-
venido fue «M». Los ejercicios eran como los anlfe-
riores con variaciones de dos clases:

1.- Yo digo un ejemplo y ellos lo escriben aritméti-
camnente y lo resuelven:
«En un plato hay 23 en otro 100. ;que afiadiremos a
23 para llegara 100?»
La escrituraera 23 + M = I100.
El «triicon convenido es hacer la cuenta de restarle 23
a 100 para hallar el valor de «M». Hallado el valor de

«M» hay gque comprobar su validez sumdndolo a 23
para ver si obtenemos 100.

Curiosamente si invertimos el problema hay que hacer
la misma cuenta.
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«En un plato hay 100 en el otro 23. ;Qué quitamos a
100 para tener 232.

Su escritura Seré.' 100 - M = 23

2) Yo escribo con niimeros, por efemplo 120 - M =
83, cada uno inventa un ejercicio para esa escritura.

Después de esto abandonamos lds balanzas y prose-
guimos haciendo a nivel personal ejercicios aritméti-
cos y problemas de los cuadernillos de proble-
mas. De los problemas expondré algunos mode-
los que me parecen bastantes interesantes:

Juntando los alumnos de nuesira clase y los de la de enfren-
te hay 57. Sien la nuestra somos 24, jcudntos hay en la otra?.

f , .
iCuanto pesa-¢l saco de harina?

-

61lq

X
4 |HARINA

En mi mano izquierda tengo 35 pesetas. Lo que lengo en la
derecha no te lo digo pero si te digo que reuniendo lo que hay
en las dos manos tendria 135 pesetas. Averigua el dinero que
hay en mi mano derecha. A ver si eres capaz de hacer el
problema de dos formas diferentes.
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;Cudnto vale la leche?

A .un nimero desconocido le resté 55 y me gquedé 30.
;Sabrias encontrar ese mimero desconocido?.

Entre todos pesan 1.070 kg. ;Cudnto pesa el 0s0?

(&D—'b
g H

200 Kj Loo s

Entre Prudencio, David y Sonia juntan 36 arios, Prudencio
tiene 11 y David tiene 3 mds que Prudencio. Calcula la edad
de Sonia.

" Todos los animales juntos valen 6.000 ptas.
¢ Cudnto vale un. loro?

ARy
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Inventa ti un problema parecido al anterior.

David fué a la tienda y compré tres barras de pan a 35 ptas
la barra. También compré una tableta de chocolate que
le costd 160 pts. y una botella de aceite de 210 pts. Pagé
con un billete de 500 y lo que le devolvié el tendero se lo
gasté .en pipas. (Podrigs hallar cugnto dinero. se gasté
David en Pipas? .

4500 st 450 Kq

gzgudnto mds pesa el yate gue el delfin?
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UNA SOLA RESTA

En el aprendizaje de la resta, como en el de la suma se suce-
den varias etapas pero caracterizadas en este caso por su ma-
yor complejidad. Como se ha podido ver, la resta se convierte
en operacidn aritmética al final de un largo proceso.

Nos queda por sefialar dos cuestiones importantes:

a) Si bien en este capitulo hemos tratado aisladamente as-
pectos especificos de la operacién y también, a nivel escolar,
conviene tratar especificamente determinados aspectos de la
misma, la didactica debe ser global en el sentido de no conce-
bir una operacién como independiente de la otra. De-ahi la
importancia de situaciones v problemas para cuya resolucién
han de efectuarse las dos operaciones.

b) Los aspectos l6gicos v numéricos van indisolublemente
unidos. El calculo y la ejercitacion en cuentas, no bastan para
resolver problemas.

De modo contrario, comprender y saber c6mo resolver un
problema no es suficiente si ademds no se poseen las herra-
mientas de calculo que nos permiten su soluci6bn. La
confluencia de ambos daspectos tienen lugar en una didactica .
que tome como eje central la resolucién de problemas. En es-
ta perspectiva, lo que comienza siendo una transcripeion sim-
boélica de un hecho o problema, acaba por convertirse en un
esquema de razonamiento, en una herramienta para resolver
problemas.
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LIBROS UTILES

— Es recomendable la lectura de las obritas de la.coleccion
«Ensefianza de las Matematicas Modernas» de editorial Teide
en especial las de Dienes.

— gItinerario Matematico» de Touyarot en ediciones Jo-
ver. Bs un trabajo discutible pero de gran ntilidad en algunos
aspectos.

-— «Método integral para el dprendizaje de la matematica
injcial». Ofiatilla y Baffa de Trasci, en Kapelusz.

Discrepamos del enfoque programético y de muchos de los
puntos contenidos en este libro. Sin emba.rgo &s una obra re-
comendable para quienes se acercan por pnmera vez a la en-
sefianza de las matematicas,

— Sobre la construccion de los primeros niumeros, las pri-
mera$ relaciones y 1os inicios del calculo hay en el mercado
dos tipos de publicaciones aprovechables:

a) —Uno, de tipo practico y didactico del que entresaca-
inos unos cuantos con onentacn‘)n diferentes:

— «Los comienzés del cdlculo de Bandet y otros en
editorial Kapelusz.

— «Antes del cdlculo» de B. Beaubera' editorial Kape-
lusz.

— De editorial Teide la serie «Los primeros pasos en
matemdtica» de Dienes y Golding y los materiales
anexos.

— La coleccidn «Antmetzca con niimeros en color»
de C. Gaterio editado por Cuissenaire de Esparia.

b) Otro, de’ or1entac1¢n funda.mentalmente p51c016g1ca y tes
orica. Destacamios los trabajos de Piaget vy colaboradores, asi
como los fundamentados en ellos. Entre estos ltimos con-
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viene resaltar: «La comprensién de nimero y Ia educacion
progresiva del nifio segiin Piaget» de E. Lawrence en editorial

Paidos.

— Una obra no encajable en el grupo anterior ¢s la de F.
Jaulin Mannoni editado por Pablo del Rio Editor en 2 vola-
menes con los titulos de: «Las cuatro operaciones basicas de
las mateméticas» v «La reeducacion del razonamiento mate-

matico». -
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UNA DIDACTICA VIVA

Hemos hablado en estos dos capitulos de las dos opera-
ciones basicas:.suma y resta. En nuestra exposicibn hemos
destacado la construccién de las operaciones y de conceptos’
mediante un proceso de progresiva simbolizacién colectiva
que partiendo de situaciones problematicas, juegos, o proble-
mas v usando material manipulable adecuado va cristalizan-
do en la apropiacién de esquemas operatorios.

Ahora bien las sesiones colectivas no son suficientes.
Tienen el objetivo de crear grupalmente el lenguaje matemati-
co, de convenir unas estrategias y técnicas de resolucion de
problemas, de crear una dinidmica coperativa participativa en
el aula, de motivar aptitudes de investigacién y superacién
personal. Pero no son, ni pretendemos que sean, suficientes.

Al mismo tiempo y de forma paralela es conveniente de-
sarrdllar un plan de trabajo matematico libre que es el que re-
almente hace avanzar el desarrollo del pensamiento. Este tra-
bajo paralelo se centra alrededor de:

1.— Experiencias de larga duracién aprovechables para el
aprendizaje matemitico.,

—Calendarios. Hay diversos tipos; el mas extendido es un
conocide modelo con el que se va controlando y simbolizan-
do el tiempo: sol, Huvia, viento, etc.

— Experiencias e investigaciones del campo de las ciencias
naturales y sociales: Control del crecimiento de plantas, etc.

— Cooperativa escolar. Aunque a veces-la cooperativa de
clase no consiste mas que en que los alumnos aporten sema-
nalmente una pequefia cuota para la compra de material de
uso-colectivo es, por si misma, una fuente inagotable de in-
terrogantes matematicos.
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— Experiencias diversas. Un ejemplo aleccionador es la de
«La Tienda». Véase la revista «Colaboracién» nim. 44 del
M.C.E.P.

2.- Materiales que posibilitan un trabajo continuadg.
Destacaremos los siguientes.

—Fichas confeccionadas por el maestro relativa a la tema-
tica que se esté trabajando y que quedan a disposicion de los
alumnos, igual que los materiales con los que se trabaja en las
sesiones colectivas.

— Libretas programadas que bajo el titulo «Del calculo vi-
vo a la matematica» edita Escuela Popular.

— Fichero de calculo, compuesto por fichas autocorrecti-
vas de dificultad creciente. No podemos dejar de recordar a
Freinet cuando defendia que la auto-correccion es un estimu-
lante para la superacion personal.

— Fichero de problemas. Consiste en la elaboracién de co-
lecciones de problemas sobre todo por parte de los alumnos.
Es frecuente.que el maestro también contribuya aportando
problemas muy especificos. El nifio escribe su problema
acompaifiado de su posible solucion. Una vez corregido con el
maestro, 10 pasa a una tarjeta, cartoncillo o ficha que ird a
engrosar el fichero. Por una cara va la escritura del problema
y por otra su solucién. Si las fichas estin numeradas se puede
ir controlando la cantidad de ellas que cada alumno hace me-
diante un panel o cuadro que permanece en la pared.

La escritura de problemas constituye un hecho en el que
confluyen aspectos tanto mateméticos como estrictamente
lingiiisticos.

3.- Situaciones esponténeas.

Si la dinamica conseguida en el aula es abierta, participati-
va y no encorsetada en rigidos patrones escolares surgen si-
tuaciones aprovechables como son por ejemplo, las salidas al
medio, organizacién y distribucién del espacio en clase,
cumpleafios, formacién de equipos, etc.
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Y no olvidemos que la practica del texto libre permite, y de
ello hay varias experiencias publicadas, la aparicién de si-
tuaciones peculiares.

En resumen, si intentamos (en contra de una pedagogia
trasmisora e insulsa) que sea el nifio quien construya sus con-
ceptos y esquemas operatorios, alternaremos el trabajo colec-
tivo con el individual, pormiendo a su disposicién los medios
idoneos y aprovechando la riqueza de la vida deFaula.

Quizas convendra hacer‘a.lgunas observaciones sobre dos
aspectos centrales y que intencionadamente hemos olvidado:
E! papel del maestro y la organizacidn de la clase.

Para ambos puntos remitimos al lector a la lectiira de la
bibliografia existentes sobre pedagogia Freinet ya que su dis-
cusién excederia el marco de este trabajo. Solo resefiar breve-
mente que la didactica propuesta pretende situarse dentro del
marco de una pedagogia del descubrimiento. Recordemos
que en el modelo de escuéla tradicional transmisora, el ma-
estro que es el que sabe transmite directamente («ensefia») los
conocimientos que deben ser adquiridos con todas las conno-
taciones anexas que esto conlleva. En el modelo de escuela ac-
tiva €l maestro modifica su papel haciendo que los alumnos
manipulen, experimenten, para comprender aquellos conteni-
dos que deben ser aprendidos. Con demasjada frecuencia las
experiencias suelen ser ilustrativas.

A diferencia del anterior, en un modelo de pedagogia del
descubrimiento se recogen aspectos de la escuela activa y se
profundiza en ellos: el maestro no adelanta al alumno aquello
que se pretende que descubra sino que favorece su descubri-
miento con experiencias, razonamientos o ejemplos similares;

-se vale de la discusion y el didlogo socrético; la didactica esta
en continua reelaboracién como se ilustra en el capitulo II a),
se toma el error como posible fuente de conocimientos; por
ultimo se resalta la importancia de situaciones que provocan
conflictos cognitivos para la reestructuracion de conceptos y
esquemas y el surgimiento de otros nuevos.

Entre las sesiones colectivas y 1o0s momentos de trabajo in-
dividual existe otra modalidad: El trabajo en grupo cuya im-
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portancia no ha sido suficientemente resaltada en la
pedagogia de las matematicas. Sabemos que la interaccién
ambiental y el intercambio experiencial y linguistico son esti-
.muladores del desarrollo intelectual. Esa‘es una argumenta-
cidén psicolégica que esgrimen los defensores del trabajo en
grupo y que suscribimos.

Pero ademas, para el tema que tratamos, existen otras dos
razones fundamentales: una que el trabajo en equipo conlleva
importantes aspectos formativos; otra, que resaltamos, que
dinamiza la vida de la clase,

La combinacién de momentos de trabajo colectivo, grupal
o individual, el aprovechamiento de situaciones explotables,
la inculcacién de actitudes de investigacién y autosuperacién
corren a cargo del maestro, quien con habilidad e ilusién
puede conseguir una dindmica viva de su aula, que haga olvi-
dar las somnolientas didacticas de las matematicas a las que
estamos desgraciadamente acostumbrados.
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La iniciacion a la MULTIPLICACION se suele llevar a ca-
bo generalmente en alumnos del I1.° nivel del Ciclo Inicial.
No obstante, tememos constancia de experiencias de ini-

ciacién a la mult1p11cac16n con alumnos de 1.° nivel 0 en el
curso 1.

No es nuestra mision legislar el momento en que ha de te-
ner lugar. Pensemos, por el contrario, que el propio de-
sarrollo de los alumnos es el mayor indicador del momento en
gue se deba tratar swtemé}tlcamente esta operacion.

Conocemos cuatro enfogues metodolégmos diferentes,
“incluso dos de ellos contrapuestos entre si, dela 1mC1aC16n a
1 MULTIPLICACION:

A.— Como suma de sumandos iguales.

B.— Como producto cartesiano.

C.— Desde el punto de vista de la teoria de conjuntos.
D.— Desde el punto de vista de estados y operadores.

Comentemos brevemente cada uno de los enfoques.

A) COMO SUMA DE SUMANDO IGUALES

Es este el enfoque mas extendido y habitual en las escuelas.
La inercia, la tradicion y su aparente facilidad le hacen ser el
prefendo de la mayoria de los maestros. Sin embargo, las ne-
fastas consecuencias que depara a los alumnos en etapas pos-
teriores a la iniciacién ponen en evidencia este enfogue. Su in-
conveniencia estriba en dos tipos de razones:

— Unas de indole mateméatica: la multiplicacién no es,
ciertamente, una adicién repetida. Aunque los resultados de
ambas -operaciones sean equivalentes, cosa que induce a con-

fusion, no por ello ha de pensarse que son operaciones idénti-
cas.
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— Otras de orden didactico. Bajo este enfoque se suprime
todo un proceso de simbolizaciébn y abstraccidon necesario
para la comprension de la operacion. Asi mismo, se prima la
repeticién y memorizacién de resultados, en detrimento de la
blisqueda personal y la resolucidon de situaciones dispares.

¢

B) A PARTIR DEL PRODUCTO CARTESIANO

Se basa este enfoque en un caso especial de la multiplica-
cidén, por lo que dificilmente es, mas tarde, generalizado por
ios alumnos, Aunque, segin las experiencias que nos cons-
tan, al principio es grato a los alumnos, con el tiempo resulta
serles arduo y dificultoso. No obstante, es ésta una perspecti-
va a tener en cuenta.

Para no extendernos demasiado en disquisiciones, adjunta-
mos el relato de una experiencia en la que se nos muestra el
camino recorrido en la construccién de la operacioén trabaja-
da bajo este enfoque en un aula de 2.° curso.

«En nuestra clase iniciamos la matematizacion de
operaciones multiplicativas a finales del II.° tri-
mestre, Antes nos habiamos dedicado a trabgjar otras
cuestiones, fundamentalmente bases y aspectos de la
matemdtica de conjuntos.

Lo que sigue se refiere exclusivamente a la MUL-
TIPLICACION dejando aparte actividades como me-
dir, pesar, libritos de célculo, contabilidad de la co-
operativa, etc, que desarrolidbamos paralelamente en
tiempos de trabajo libre. . .

El camino seguido lo voy a ir precisando en los pasos
Sucesivos que hemos dado y explicando brevemente
cada urno. Los ntimeros no indican actividades sino
nticleos de actividades del mismo tipo.

1) Comenzamos haciendo correspondencias.

a. Primero correspondencias esponitdneas entre
ellos mismos, entre ellos y objetos de la clase y entre
objetos a nivel real.

2) Dibujamos esas correspondencias y otras que
salian,
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El signo que se aceptd para la representacion fué la
flecha,

3) Fichas preparadas por mi sobre éorresponden-
cias, obviando los aspectos de reciprocidad y biunivo-
cidad.

Una vez superadas dificultades como: cudntas-flechas
salen de cada elemento, cudntas salen del conjunto,
cudntas recibe cada elemento, etc., pasamos a corres-
pondencias eritre todos y cada uno de los elementos de
los dos conjuntos que fueren,

4) Sobre la realidad buscamos soluciones a si-
tuaciones planteadas por mf del siguiepte tipo:

—Vamos a bailar una danza pero sélo estan tres chi-
cas y dos chicos (salen a hacerlo). ;Cudntas parejas
formarén? Pero si la danza continig y tienen que
bailar todas con todos, ;cudntas parejas podran for-
" mar?

—Una chica fcualquiera de la clase) tiene tres jerseys
distintos y tres faldas distintas; ;de cudnlas maneras
distintas se podrd vestir?

En realidad son correspondencias.

3) Después de debatir como resolver situaciones de
este tipo y resolverlas de hecho, pasamos a dibujarlas.
Representar grificamente la resolucion de estas 5i-
tuaciones presenta dificultades al principio. Como
seguian con el esquema de dibujo de las anteriores
correspondencias (fechas), averiguaban el nimero de
flechas.

Tustracion 1

6) Mas ejemplos y situaciones, reales o inventadas,
con todo lo disponible en clase (los muriecos de guifiol
son también material matematizable) que se resuelven
s6lo dibujando. O sea, se sustituye la accién fisica re-
al {manipulacién y movimiento) por la representacion
grdfica de la misma. Unicamente manipula los obje-
tos aquel al que aun le sea imprescindible.
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A esto que haciamos de corresponder de esta manera
todos y cada uno de los elementos de un conjunto con
todos y cada uno de los de otro conjunto yo le lamé
MULTIPLICAR.

' Tustracion 2

7} Para explicar el aspecto cuantitaiivo, ahora dibu-
Jamos y colocamos los miimeros debajo (cardinales).
iPero al dibujar con nimeros necesitamos un signo!,

JOué es, pues, multiplicar? A juicio de unos es «como
cruggmientos»; pard OIros, «como que se cruzan»;
«se hace asi (con las manos) y es mds grande»; «mul-
tiplicar es cruzar».

Y como multiplicar es «cruzar», el signo con el que
nos quedamos -sigho que ya conocian por influencia
Jamiliar- es el comiin: X

Hlustracion 3

8) Introduccién por mi parte de los ejes cartesianos.
Con ello se pusieron de manifiesto los problemas del
estaticismo de la imagen: «Si a éste lo dibujo con és-
te! cémo lo voy ahora a dibujar con este!». Las discu-
siones al respecto son muy interesantes. Se trata de
que, si bien la representacién grifica es estdtica, la

- operacién mental que efectian es mdévil espacial y
temporalmente. Problemas similares se plantegn
cuando hacen el producto manipulando objetos.

A pesar de la introduccién de los ejes cartesianos
para ver la equivalencia entre «nimero de recuadros»
Yy «nimero de parejas», que «si se colocan de otra ma-
nera sale el mismo niimero», etc», cuando se plantea
dibujar un problema lo hace cada cual de una manera
peculiar, lo que equivale a decir que cada uno inte-
rioriza a su modo lo que hace o hemos hecho.

Tlustracion 4

9) Distincion entre multiplicar dos. conjuntos y unir
es50s mismos conjuntos.

-
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Por ejemplo, si multiplicamos un conjunto de dos
chicos con olro de tres chicas (caso citado de la for-
macion de parejas para danzar) obtenemos seis (f ; pa-
refas?, ;cruzamientos?, ;simplemente 6?)). Pero si
sumamos esos mismos conjuntos nos da 5. Tanito la
operacién como el conjunto resultante y su cardinal
respectivo son diferentes en uno y otro caso.

10) Construccién colectiva de una tabla, «la del 5»,
o sea, teniendo como conjunto inicial un conjunto de
cardinagl 5. No dibujan real sino srmbéhcamente los
elementos.

Algunos habian a'escubzerto que sumando repetida-
mente se obtenia el mismo nimero que dibujando el
problema. Construir la tablg en cuestion sirvié para
hacer extensivo este descubrimiento, lo que les valia a
muchaos para saber el resultado antes de dibujar. Era,
decian, «un truco rdpidon.

11) Seguimos construyendo tablas. Muchos
preveian los resultados, sobre todo con cardinales ini-
ciales 10, 2, 3y 5. Esta agilidad calculatoria parece de-
bida a haber trabajado bases. La contabilidad de la
COOPERATIVA favorece el cilculo con el cardinal
5.

Tustracion -7

Hasta aqui todo el trabajo ha sido éncaminado a:

1.°) Presentada o surgida ung situwcion, resolver
los interrogantes que yo o ellos planteaban.

2.°} Representar grdficamente lo hecho intentando :
llegar a una simbologia en'unos casos, -0 a representa-
ciones grdficas inteligibles en: otros.

3.%) Ambos pasos envueltos en discusiones, deba- .
tes y reflexiones. La finalidad de ello es ir caminarido
hacia la abstraccién pero apoydndose en imdgenes.
Por ahora al aspecto cuantitativo ha quedado en un -
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plano secundario, acudiendo a él sélo como apoyatu-
ra y porque parece imposible que disocien lo cualitati-
vo de lo cuantitativo en las cuestiones tratadas.

N.° | Intentos de representacién de una situacion de 3 x 4

g4\
T8

Grafico de una
situacion de
S5x6

N.°2

ARAK X
-Y-Y<J=lele}

~ Gréfico inconcluido de 4 x 6
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: R
?{ SE 2x3

N.°3 Representacmn de una situacion de baile de 2x3.El
autor ya emplea el signo X.

.:Hay dos chicos y tres
chicas para bailar una danza.
Si tienen que bailar todos
i/ los chicos con todas
las chicas
. &Cudantas parejas podran formar?
Dibujalo

& BERERE
% BERERE] Luaes
e T %

N.® 4 Representacion grafica y numérica de una situacién
planteada en dias anteriores.

=
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o)

N.° 5 Distincion grafica entre unidén de los conjuntos de

- dos elementos cada uno y multiplicacién de los mismos. El
autor no ha llegado a la representacidén por ejes.

© ‘ ® V
a |lam |at ap- ' ' i."?
Tlim [t ] e Z‘r‘:
vi w1 F. ¢t
BxV=06 | [q

. T RBOUV
B J 5

U

b

N.° 6 Distincién grafica ya correcta entre producto y
unién de By Vdonde B = (a, )y V = (m, t, p,)
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'_ X 4
! v . .
! r‘*" 4 o
g x2 =140
o— —x '
O
L ;0-—l J : Fr
0 .
: O——% % ;}é
— l
: 6 ¢ .0

5X3=15

N.° 7 Aqui se ha dado un paso superior hacia la abstrac-
cion. Son las intersecciones singulares gue ellos llaman

«cruzamientos». Se ha superado la representacion figura-
tiva y la cartesiana.
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Posteriormente pude comprobar que el esquema.
operatorzo que poseian los alumnos les era insuficien-
te para resolver otras situaciones también de tipo mul-
tiplicativo. El trabdjo desarrollado nos habia servido
para construir las tablas, para ver que multiplicar no
es sumar, para conocer algunos aspectos de equidistri-
bucién, para la construccién colectiva del signo de la
operacién y para aprender a ‘apoyarnos en grafos ¥y
otros signos. Pero sztuac:ones como

— En el cajén hay 5 cajas de colores. Cada caja
tiene 6 ldpices. Averiguar los ldpices que hay en el ca-
jon.

— Vamos a comprar 8 ldpzces a la tienda. Un ldpiz
Nos cuesta 7 pesetas. .

Y otras similares les parecfan muy extrafias y se
veian incapaces de abordarlas por lo que abandona-
mos los ejes cartesianos y demds grafos. para dedicar-
nosa ellas»

O LA MULTIPLICACION CONJUNTISTA

Hay experiencias que inician la ensefianza de la multiplica-
cidén a partir de distinciones conjuntistas de elementos, con-
junto, y conjunto de conjuntos. Dan primacia a los aspectos
16g1cos y a la terminologia retrayendo a un plano posterlor lo
numeérico.

Es este un enfoque bien fundamentado tedricamente y que
ataja un aspecto esencial de la operacion, que la diferencia de
la suma: de los.dos factores, multiplicando y multiplicador,
uno se refiere a los conjuntos.

Normalmente los partidarios de este enfoque, comienzan
con manipulaciones de material discreto formando conjuntos
equivalentes y problematizando situaciones similares. Simul-
taneamente trabajan las nociones de inclusién y pertenencia
inclusiva. Y sé inician con problemas del tipo:

«Una casa tiene cuatro viviendas, cada vivienda tres habi-
taciones, en cada habitacion hay seis sillas».
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Este enfoque surgié como consecuencia de la remodelacion
que hace afios sufrid la matematica escolar. Aunque su exis-
tencia practica no es generalizada, no hay que pasar por alto
el que ha sido una aportac16n valida a la didactica de la mate-
matica. .

D) ESTADOS Y OPERADORES

Una forma atractiva y eficaz de enfocar la ensefianza de es-
ta operacion y de otras es, con cierto tinte ladico, introducir
el concepto de operador a través de operaciones sencillas y a
continuacién traspasarlo a la operatoria’ aritmética, casi
siempre valiéndose de alglin artefacto real o simbdljco: ¢l ca-
50 de las maquinas de multiplicar.

Hay varios libros publicados sobre €llo y constituyen una
propTlesta d1dactlca va.hosa

Este enioque ‘a distincjon del anterior, pr1ma los aspectos
aritméticos del aprenchza]e .sentido de la 0perac16n algorit-
mo y célculo.

* Como én Ios’ casos a.ntenores, a excepc16n del primero, su
practica esta lamentablemente poco extendida, a pesar de ser
quiZas el enfoque mas dindmico y compieto de los cuatro.

“La practica escolar y maltiples reflexiones y debates nos
han llevado a la consideracién de que los enfoques antes ex-
puestos son parciales en tanto que parten de una visidn
estrecha de las operaciones a nivel infantil. Las propias dina-
micas de las clases y el sentido de la didactica que propugna-
mos nos conducen a un enfoque abjerto, que se nutre de las
aportaciones de los enfoques antes citados pero que no cons-
trifie el aprendizaje a uno de ellos en exclusiva.

NUESTRA PROPUESTA

Queremos exponer una guia de construccién de la opera-
' cidn estructurada en seis fases ordenadas cronoldgicamente.
Para la mejor comprension de la misma es conveniente sefia-
lar que esta via ha nacido en clases de organizacion abierta,de
dinamica viva y sin utilizacién de textos de mateméticas. -
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El planteamiento tedrico que la sustenta se encuentra ex-
puesto en e] capitulo II.

- Las fases son las siguientes:

1.- SITUACIONES MULTIPLICATIVAS.

2.- CONVENCION COLECTIVA DE UNA REPRESEN-
TACION GRAFICA Y UNA EXPRESION VERBAL.

3.- LAS TRES PARTES DEL PROBLEMA.
4.- REVERSIBILIDAD.

+ 5.- SUSTITUCION DE LA REPRESENTACION GRA-
FICA POR LA NUMERICA.

6.- GENERALIZACION.

1.— SITUACIONES MULTIPLICATIVAS.

Como es habitual, para introducirnos en. un nuevo campo
de estudio, o en un nuevo concepto trataremos de partir de al-
guna situacion apropiada que haya surgido en clase o bien
que sea preparada por nosotros a proposito. Y siel tema es de
larga duracidn, como es el caso que nos ocupa, no tendremos
mas remedio que procurar una motivaciéon en los alumnos.

- 8i, como ocurre con cierta frecuencia, son los mismos alum-
nos los que expresan su deseo de querer saber multiplicar, ya
tendremos bastante. camino andado.

Podemos comenzar problematizando situaciones sencillas,
reales y representables. Pedimos, por ejemplo, que salgan
cuatro voluntarios; bien, tenemos cuatro nifios, cada uno
tiene en su mano un lapiz, ;cuantos ldpices tienen entre los
cuatro?. La respuesta parece obvia.

Sea otro problema. Los mismos cuatro chicos. Cada uno
tiene dos ojos, icuantos ojos en total?. O dos zapatos, dos
manos... La respuesta no parece tan sencilla,

Podemos buscar otras situaciones. Tengamos tres alum-
nos; a cada uno le damos cuatro lapices que irdn a meter en
una caja ;cuantos lapices hay ahora en la caja?.

El escollo que inicialmente aparece es ﬁﬂgﬁistico: la expre-
sién cada uno, que es propia de este tipo de problemas.
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El término «cada», que est en expresiones como «a cada
uno» «cada uno», «para cada unow, eic, es propio de si-
tuaciones de multiplicacion v de d1v1s16n COMmO ya Veremos e
indica equidistribucién. Para alcanzar su plena -comprension
hemos de utilizar dos recursos:

— Representacion grafica de los prbblemas.
— Manipulaciones directas de material.

A la dificultad de la apxop1ac1én lingiiistica de éstas se une
tra: la de calcular el resultado hallar la respuesta al interro-
gante namerico del problema. Para superarla recurriremos a
. los recursos antedichos: grafismos y/o manipulaciones. Ha-
gamos primero con las manos y luego <<d1buJemos>) lo hecho.

Tengamos, por ejemplo, cromos.y tapones de corcho para
canjear unos por otros. Sea el problema: «Rosa tiene tres cro-
mos. Cada cromo vale por cinco corchos. Averiguar cuantos
corchos tendria Rosa».

Cada chico tiene 'sobre su mesa una cantidad de corchos
JDara poder recogerlos y efectuar el problema. Después de al-
gunos intentos y varios problemas similares se concluye en
dlsponer el materlal de la siguiente forma

d

0
a

NN
_~,' .
- G

‘0 bien

0 — &44an
00— 44444
U-— 44448
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El calculo total lo efectuan espontdneamerte por adicion.
Sera ntil cambiar de situacion-y de problemas, si-bien estos
han de ser elementales. Por ¢j emplo de este tipo, que habran
de resolver sin manipular material: «Aqui tengo tres cajas. de
lapices de colores y en cada una hay lapices. Avengua cuan-
tos lapices de colores tengo».,

Hay, sin embargo, muchos nifios que f;ecesitén un apoyo
grafico parala resolucion de los problemas por lo que se hace
necesario profundlzar en lo grafico

-~ LA REPRESENTACION DE LOS PROBLEMAS

Trata.mos en esta segunda fase de resolver problemas, si-
tuaciones o «historias» pero ya sin manipular material, s6lo
dibujando. .

Cada alumno, va inventando un problema o efectuandolo
realmente. Los demas tratarén de hallar el resultado apoyan-
dose en el dibujo del mismo, dibujo que vendra a ser un tra-
sunto de lo que anteriormente hicieron con el material,

Veamos este: «Daniel echa cuatro pufiados de corchos en la
caja. En cada pufiado van cinco-corchos. ;Cuantos corchos
hay ahora en la caja?». .

Habremos de ponernos de acuerdo en la representacion. La
representacion estara en funcion del trabajo simbélico previo
que hasta ahora hayan vivido los alumnos. En algunas aulas
la representacioén convenida viene a ser de este tipo:

= —> @
] — e 9O op
= — & 0 &6 0o
= — e

e & So
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-Hay aulas.en las que a lo largo del Ciclo Inicia} (la multipli-
cacidn se suele introducir al final de-Ciclo) se ha profundiza-
do en la matematica de conjuntos. En éstas se suele tener.en
cuenta la idea de conjunto y de conjunto de conjuntos. La
representacion que tienen estos probiémas viene a ser asi:

Y se interroga a los alumnos sobre cuantos conjuntos hay,
cuantos elementos tiene cada conjunto, cuéntos elementos
tiene el conjunto de conjuntos, etc, Como consecuencia de
ello se favorece el que los alumnos hagan dos descubrimien-
tos fundamentales: ‘

1) Que.todos los conjuntos deben tener el mismo cardinal
para que el problema sea valido (que todos los montones
deben ser equivalentes, que todos los cromos han de valer
Jigual, etc). o

2) Que hay tantos conjuntos como pufiados, tantos conjun-
tos como cromos (ejemplo anterior).
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'Quiza pueda parecer que este enfoque conjuntista de ini-
ciacién a la multiplicacion es artificioso. No es asi. Por el
tontrario, se ha mostrado eficaz.

Hasta aqui s6lo hemos expuesto la iniciacién a la opera-
cién: situaciones o problemas simples -que resuelven por
adicién-, toma de contacto con la expresidn lingiiistica de los
problemas, convenir grafismos y representaciones que ayu-
den a visualizar el problema y resolverlos.

El paso siguiente sera llegar a su estructura aritmética. Pa-
ra ello: C

— Habra que analizar la estructura del problema.

— Crear un signo sustituto del operador.
—- Por altimo, utilizar s6lo signos.

3.- ESTRUCTURA DEL PROBLEMA

Todos los problemas tipo tienen tres partes:

CONJUNTO INICIAL OPERADOR CONJUNTO FINAL

{Cada uno vale (Los tres cromos
{Tengo tres cromos) - por cinco corchos) valen 20 corchos)
En otras palabras:
ESTADO | OPERADOR ESTADO 2
Lo que hay La accidn El resultado
El principio Lo gue hay que hacer La respuesta a la
La operacion pregunta
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Es bueno escribir Jos problemas en vifietas, Yeamos uno.
«Juan tiene tres cromos. Cada cromo vale por cinco

corchos.
cromos?».

;Cuantos

corchos

obtendra Juan

pOr sus

Cada parte del problema es claramente una oracién, «co-
mo una foto». Entonces el problema se puede escribir asi;

ESTADO 1 OPERADOR ESTADO 2
. Cada cromo‘
a) t.;uam gema vale por cinco Juan teﬁdra...
e$ Cromos corchos corchos
y se puede representar asi:
! 3N -
ESTADO 1 OPERADOR ESTADO 2
t‘.
_ @ | Cada cromo Bl ; : :
b) W vale por cince e P
b/ corchos - L

- Conviene hacer practica de la escritura de problemas en vi-
fietas; primero a nivel escrito como en a); luego a mivel se-

miescrito en b).

Llegados a esta fase deberemos suprimir alguna de las tres
partes del problema en ejercicios como los siguientes, parte

que debe ser completada por €l alumno,

ada una
pone cuatro
huevos

S
SV ao
Q3 og
QQQQ
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2 > |
cada lapiz
3.— . vale seis
pesctas

4.— Inventa un problema y dibtjalo.

Obv1a.mente esta fase no puede alargarse demasiado.
Cuando los chicos han comprendido la estructura de los
problemas surge la necesidad de abreviar y sustituir las repre-
sentaciones -y palabras por algo mds breve.

4.— EL SIGNO

Propondremos entonces que bajo las vifietas coloquen los
nimeros que correspondan

Cada una \
DoOne tres
huevos
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Pero cémo indicar lo que hacen lag gallinas; cémo repre-
sentar el operador; como sustituir el término' «cada», «cada
una». Con seguridad los alumnos proponen signos diversos
" para sustituir las palabras del operador. O bien se aceptan y
se selecciona uno de ellos v durante un tiempo -hasta cam-
biarlo por el singo estandar- s¢ opera con él. O bien se intro-
duce el conocido X «por», pues ahora si tendria pleno sentido
y significado ese signo. .

4x3 =12
El eiemplo anterior seria asi:

z

Cada una
pone tres

4 x3 i2

Hemos tonseguido un esquerna similar al de la suma y la

. resta:

4x3 =12

Debemos alternar ahora la resolucién de problemas a tres
niveles: real, grafico y numérico, individualizando el trabajo
y profundizando en matices que en las sesiones colectivas no
hayan aparecido. Véanse algunos modelos: .

Copia y-completa lo que falta. Debajo escfibés el problemzi

cOn Nirmeros.
en cada

s N
mesa pongo
Wz{ F/ZZ] 4 libros

:D:
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¢)

d) Yo te dibujo un problema. T4 lo escnbes con‘palabras y
cotpletas.

%\{% ‘ | <R XXYT >
o —/
LE

¢) Ahora yo te escribo un problema vy ti lo dlbu]as.

Tengo cuatro cajas de rotuladores.
En cada una hay seis rotuladores.
En total tengo ....... rotuladores,
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f} A ver como dibujas este problema Después lo escribes
con numeros.

Tengo cuatro rotuladores. Cada rotulador vale por
seis lapices. En total tendré... lapices.

g) Ahora yo te escribo un problema con nmeros y tu lo
escribes con palabras,

4§

"3x6 =18

h) Inventa un problema y a ver $i eres capaz dede dibujarlo
de”escribirlo con palabras y luego con numeros.

5.- LA§ TABLAS DE MULTIPLICAR.

Generalmente las tablas se suelen presentar a los alumnos
como algo ya confeccionado y dispuesta para ser memoriza-
do. A base de repeticién y trucos mnemotécnicos logran
aprenderlas lo que no evita que queden olv1dadas pasado al-
gun tiempo. .

Contrariamente a ese enfoque proponemos que las tablas
sean construidas en clase. La construccién de una tabla per-
mite descubrir el «trucow», la estructura de su formacién, lo
gue ayuda a su fijaciébn memoristica. Ademas de que es diver-
tido.

La construceibn colectiva de las tablas conviene hacerlas
cuando los alumnos han interiorizado el significado de la
expresidn aritiética, es decir, después de la fase de iniciacién
(simbolizacién) de la operacién.

He aqui una forma atractiva: Salen dos chicos que se colo-

. can frente a los demas. L.os otros deberan ir escribiendo «con

signos y nimeros» lo que haremos. El maestro da a cada uno,
uno ;cuintos cromos tendran entre los dos? A continuacién
da a cada uno dos, a'cada uno tres, a cada uno cuatro, etc.
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La escritura v lectura se hard segln convenciones ante-
riores. Asi:

2x1 =2
2x2 =4
2x3 =6

;Qué significa «2 x 3»?: que hay dos nifios y cada uno tiene
fres cromos.

Algunos descubriran que los resultados van aumentando
dedos en dos: 2, 4, 6, 8, 10 ... los cuales no necesitaran que se
sigan dando cromos a sis compaiieros ¥ podrin continuar so-
los la confeccién de la tabla. Pero para’la mayoria de los
alumnos se hace necesario vivir experiencias variadas, aunque
similares a las antes expuestas. Veamos algunas:

1) Botes de yogur.
3 botes, en cada uno hay dos chapas.
3 botes, cada uno tiene 4 chapas.
II) Cajas de lapices de colores.
4 cajas, cada una tiene 1 lapiz....

Es indispensable construir las primeras tablas mediante ex-
periencias reales. Si el «truco» de la tabla esta descubierto; ya
no sera necesario realizar experiencias para las demas tablas,
siempre que lo descubierto sea:

— Que se va aumentando aditivamente: de 3 en 3, sies la
tabla del 3; de 4 en 4 si es la del 4, etc.

— Que la tabla no termina en «por diez» sino que puede
continuar indefinidamente.

Lo necesario ahora es la memorizacién progresiva de las
primeras tablas, para lo cual la tradicién pedagobgica ha ido
acumulando una encorme variedad de ejercicios y juegos. Ve-
amos algunos ejemplos:

a) Completar series ascendentes de multiplos.

4,8,12, ...
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' b) Series descendentes.
48, 44, 40, ...

¢) Escribir la tabla en sentido creciente y decreciente.

4%x0'=0 4x 11 = 44
4x1=4 4x10 = 40 -

4x2 ,':4x9

d) Hacer los mismos ejercicios pero a nivel exclusiva-
mente verbal. :

¢) Competiciones entre equipos, o entre dos alumnos.

Por ejemplo, se escriben en papeletas las expresiones de la
tabla de un niimero con un resultado por detras. El juego es
entre dos alumnos. Uno toma las papeletas y va preguntando
al otro. El otro se queda con las papeletas que acierte. Gana
el que més acierta.

La memorizacién de las tablas, aunque exija previamente
su comprensidn, es un trabajo de ejercitacion memoristico
que suele ser de larga duracién. Cada alumno tiene sus pro-
pios recursos mentales para interjorizar la tabla. Se da e} caso
de alumnos que conocen las tablas pero son incapaces de re-
solver problemas. i

Ya sabemos que recitar las tablas no es multiplicar, sino un

recurso que agiliza el calculo y favorece la resolucién de
problemas, pero nada mas.

III) Hay experiencias que favorecen la comprensién de las
tablas y agilizan el cdlculo. Por ejemplo, las siguientes ten-
dentes al descubrimiento de la commutatividad.

a) Colocacién de materiales. Puede tener cada a.lux_ﬁno un
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' conjunto de 15 corchos para colocarlos en filas y columnas.
‘Descubriran que solo caben 4 posibilidades:

— Tres filas de 5 corchos cada una, con lo gue salen 5 co-
lurnnas. '
4 ¢ 9 g o
e & § ¢ g
& ¢ & & @

Y su expresién numérica sera 3 x 5.

— Cinco filas, cada una de tres corchos con lo que quedan
tres columnas.

o 09 8 &
.....‘0
*a9 ¢ 8 ®

Y su expresién numeérica es 5 x 3

Curiosamente 3 x 5y 5 x-3, siempre obtenemos 15. No po-
demos obtener otro resultade. Son dos situaciones diferen-
tes. .

A nivel real 3 x 5 (tres filas, cada uno con 5 corchos) no es
igual que 5 x 3. A nivel nurnérico si.

La conmutatividad es una propiedad aritmética, es decir, a
nivel numeérico pero no a nivel real.

Algunos alumnos descubren que también es posible colocar
todos los corchos formando una sola fila, es decir, 1 x 15 (una
fila de quince) e inversamente quince calumnas de un elemen-
to, osea, 15x1.

Experiencias de este tipo ayudan tanto a la comprension de
las operaciones como a la memorizacién de las tablas.
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b) Vasos y lapices

Los alumnos juegan de dos en dos. Material: vasos y lapi-
ces. El primero (alumno A) tendra tres vasos, por ejemplo,
para ir metiendo en ellos lapices progresivamente, segin las
consignas del maestro. El otro alumno (B) comenzari enton-
~ ces por dos vasos (tantos como lapices comience a colocar el

otro) y realizara la orden del profesor a continuacion del
alumno A. Habrd que ir escribiendo cada accién querse haga
y comparar las escrituras numeéricas resultantes con las dife-
rentes disposiciones del material en cada caso.

Veamos un ejemplo:

ALUMNO A ALUMNOB
.3 vasos; encadauno 2 lapices | 2 vasos en cada uno 3 lapices
3x2 2x3
3 vasos; en cada un03 laplces 3 vasos; en cada uno 3 1apices
Ix3 3x3
3 vasQs; en cada uno 4 lapices | 4 vasosen cada uno 3 lapices
Ixd =12 4x3 =12
3 vasos en cada uno 5 lapices | 5 vasos; en cada uno 3 lépices
3x5=15 “ 5x3 =

En experiencias similares va apareciendo un matiz de suma
importancia que diferencia a la adicion de la multiplicacién:
para calcular el resultado, suman, unen mentalmente las can-
tidades, pero, de hecho, un niimero se refiere a conjuntos y
otro a los elementos que tiene cada conjunto.

Asien3 x5, calculan pensando 5 + 5 + 5, yen35x3serad
+ 3 4+ 3 + 3 + 3. Ciertamente en la adicidn sumamos cardi-
nales del mismo nivel: cinco se refiere a 10s elementos de cada
conjunto, es decir, es el cardinal de cada conjunto. De la mis-
ma maners 3 es el cardinal de cada conjunto en el ejemplo del
otro alumneo, Sumamos cardinales.
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Pero en la multiplicacidn, en 3 x 5, un nimero (3) indica los
conjuntos que hay, los montones, las partes..., v el otro los
elementos (5) de cada conjunte. La comprension de la opera-
cion no puede pasar por alto esta evidencia si se quiere gue los
alumnos no identifiquen sumar con multiplicar.

" En las multiplicaciones operamos simultaneamente con da-
tos de dos niveles, mientras que en la suma siempre permane-
cemos en el mismo nivel.

Frecuentemente los alumnos padecen las consecuencias de
la falta de claridad conceptual por parte nuestra, de los ma-
estros.

Un caso tipico es éste: un nifio se enfrenta al problema:
«Un chicle vale 8 ptas, si vas al quiosco y compras 4 chicles;
{cuanto gastas?».

No halla la forma de resolver la incognita. El maestro trata
de explicarle o de ponerle en situacioén de que comprenda, pe-
ro viéndose en la imposibilidad de conseguirlo, acaba por de-
cir: «pues mira, multiplica los chicles por las pesetas».

‘Hechos como este se nos dan con frecuencia. Hemos de ser
conscientes de que con ellos no conseguimos que el chico
«vea» lo que ha de hacer, sino que ademés le ocultamos ¢l
verdadero trasfondo de la cuestion.

EV) Casos graciosos.

(Por qué cuatro por cero es cero?.

Hagamos. experiencias, dibujemoslas, © representémoslas
con nimeros.

a) Salen cuatro chicas. A cada una doy 3 cromos, Su repre-
sentacién es ya conocida:

4x3 =12
Pero ahora cambiamos. Estan las cuatro chicas. A cada
una le doy ningun crome, es decir, no les doy cromos. Su

representacion choca al principio, pero se comprendera que
es: »

4 x 0 = 0 (4 chicas; cada una tiene 0 cromos). -
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b) Dibujemos otro problema. En un arbol ha}r cinco nidos.
En cada nido no hay ya paja.ros iCuantos pajaros hay en el
arbol?.

A nivel aritmético esta claro que €es ¢inco por cero.

A nivel conjuntista tendremos ¢inco conjuntos vacios.

ul

¢) Si invertimos los problemas anteriores obtendremos ca-
sos absurdos a nivel real, :

En resumen, el aprendizaje de las tablas no debe reducirse
a la memorizacién de las mismas. Ha de ser un proceso rico
en experiencias y problemas, que provoque la comprension
dela operac1én y ello, a fin de cuentas, redunda &n beneficio
del propio alumno, aunque tenga como contrapartida que la
mermorizacion sea-mas lenta.

Vamos a ad]untar la narracién ‘de una experiencia al res-
pecto llevada a cabo en un aula compuesta por alumnos de
tertero, cuarto y quinto cursos, que creemos es ilustrativa.

En nuestra clase hemos dedicado un trimestre g pro-
Jundizar en la multiplicacién y en la memorizacion de
las tablas con un sistema de trabajo eldstico y abierto
pues mientras que unos alumnos se encontraban en el
nivel de iniciacién otros operaban ya sin dificultad.

Las actividades que haciamos encaminadas a me-
morizar las tablas eran de tres tzpo.s

a) Juegos.

b) Ficheros de problemas y fichas preparadas
por mi con problemas y ejercicios gue incidian sobre
experiencias realizadas en clase sobre conmutativi-
dad, contabilidad, estados y operadores.

¢) Pruebas.
Explicaré brevemente cada uno a'e los tres grupos.
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A. JUEGOS

De los seis o siete juegos diferentes que iban encami-
nados exclusivamente a lg retencién de las tablas ex-
pondré los tres que contaban con mdyor aceptacion:

a) Los dados. Tres jugadores: dos compiten y otro es
el juez encargado de comprobar sobre una tabla la
verdad o falsedad de las respuestas. Dos dados; en
uno estdn escritos 6.numeros cualguiera (menores de
13) uno en cada cara. En el otro dado hay también 6
niimeros finferiores a 11) que hacen de operadores.

El jugador que va de mano lanza su dado; el otro ju-

gador que va de mano debe decir la respuesta y el juez

verd si es 0 no correcta. Alternativamente deben decir

las respuestas un jugador u otro. El juego es a diez ti-

radas o a las tiradas que los jugadores quieran estable-
~ cer. Gana el que menos errores tenga. ‘

Unos dados son mds dificiles que otros segiin sean ni-
meros «bajos» ¢ «altos». Los jugadores escogen los
dados con los que van a competir. .

b) El sobre. En un sobre hay metidos 20 cartoncitos
en los que estd escrita una multiplicacion por una cara
¥ por lg otra su respuesta de la siguiente forma:

3x6 . 18

as envés

Todos los cartoncitos de un mismo sobre se refieren a
una tabla: el sobre de la tabla del 2, el de la del 3, etc.
Dos jugadores, Uno tiene del sobre; saca un cartonci-
to y lee la pregunta. EI otro contesta y el primero
comprueba por el envés si es correcta lg respuesta. Si
es correcta se queda el cartoncito.

El juego consiste en ser capaces de acertar los veinte
cartones.
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¢) El cofre de los piratas. De tres a cinco jugadores.
Material diverso: gomas, ldpices, chapas, corchos,
etc. Una tabla en la que este escrito el valor de cada
objeto como la siguiente

~ OBJETOS PUNTOS
corcho 7 ¥
chapa 6
chapa coca-cola 9

E! material estd dentro de una bolsa 0 en una caje con

" tapgdera. Los piratas van a repartirse el botin. Un ju-

-gador mete su mano en la bolsa y coge unas cuantas

cosas (no mds de cuatro). Las muestra; ahora debe

hallar el -valor de lo que Rha cogido y lo apunta. Otro

Jugador hard lo mismo y asi los.demds hasta agotar el

~  botin contenido en Ia bolsa. Gana el jugador que mds
puntos obtenga..

B. FICHERO DE PROBLEMAS

Este ha resultado ser muy itil, Por otro lado las
fichas sueltas que yo preparaba tenian la particulari-
dad de ser casi todas autocorrectivas tanto para esti-
mularles a ellos como para evitarme yo la imposibili-
dad de corregir uno a uno. Sin embargo algunas de
ellgs no eran autocorrectivas con ¢l fin de poder inter-
venir yo en la correccién.

C) PRUEBAS

Cuando alguno consideraba que ya habia automatiza-
do una tabla y querie comprobarlo debia pasar tres
pruebas conmigo. La primera de ellas consistia en ju-
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gar a «el sobre». Si la superaba pasaba a la prueba se-
gunda, la del «libritoy» (para cada tabla tenia prepara-
do un librito consistente en unas cuantas fichas grapa-
das con problemas sencillos y ejercicios de cdlculo del
nimero que fuese). Asi, si un alumno queria de-
mostrar, demostrarse o superar la tabla de cuatro, por
ejemplo, cogiamos el sobre del 4 y a continuacion
hacia el librito del 4.

Superada la segunda prueba pasabamos a la ¥ltima, la
mdés dificil, la de las «cuatro preguntas». Habia que
decir: ‘ ‘

— La tabla del 4 (por seguir con el ejemplo ante-
rior). .

— Los nuiltiplos de 4 en orden creciente.

— Los multiplos de 4 en orden decreciente,

— La tabla del 4 en orden decreciente.

Aguel que superaba las tres pruebas era aplaudido y
ya podia dedicarse a otra tabla, la que quisiese.
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SIMULTANEIDAD DE LAS DOS OPERACIONES

Podria pensarse que no deberia iniciar el aprendizaje de la
divisibn hasta tanto los alumnos no tuviesen perfectamente
asimilada la multiplicacién; No es asi. Se ha constatado que
una operacion va indisolublemente unida a la otra. Més atn,
que no se comprende realmente la multiplicacién sin conocer
. la divisién e inversamente, no pueden aprender a dividir sin
multiplicar. Son como dos caras de la misma moneda.

Multiplicar y dividir constituyen un campo nuevo de opera-
ciones para los alumnos, quienes estaban acostumbrados a la
suma y a la resta. En lugar de hablar de multiplicacién y de
divisién deberiamos usar el término operaciones multiplicati-
vas con ¢l fin de englobarlas y diferenciarlas: son fundamen-
talmente operaciones de equidistribucién (de ahi la expresién
«Cada») y cuyo-matiz diferenciador de las aditivas es que uti-
lizan datos de dos niveles simultaneamente. Ya hemos men-
cionado algo de esto anteriormente y vo]veremos sobre ello
enel capitulo dedicado a la divisén.

Compartimos la opinién no muy generalizada por cierto,
de gue multiplicacién y divisién han de tratarse sistematica-
mente y progresivamente, pero no por separado, sino al mis-
mo tlempo La tradicién y la inercia pedago6gicas actfian en
contra: primero se ensefia a multiplicar y luego a dividir, pero
no hay razones suf1c1entes para no invertir el orden y simulta-
near ambas.

De cua.lqu.ier modo, una vez comprendida a niveles ini-
ciales 1a multiplicacion y avanzado algo el proceso de cons-
truccién de las tablas, parece ingvitable dedicarse por un
tiempo al aprendizaje sistematico de la divisién, con el fin de
que la profundizacion, extension y generalizacién de ambas
operaciones corran parejos y de modo global. Lo que no obs- -
ta para que matices y casos particulares de cada operacién se |
traten puntualmente y por separado. ‘
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=

PROFUNDIZACION

La profundizacién de la operacion hasta su completo do-
minio tradicionalmente se programa para los cursos tercero y
cuarto y adquiere un enfogue academicista: «en III damos
hasta aqui y en IV.° daremos lecciones». No parece que ese
sea un enfoque idéneo.

Por el contrario en la didactica que propugnamos se con-
templa que, superada la fase de iniciacién independientemen-
te de que ésta se lleve a cabo en segundo curso o en ségundo y
tercer cursos, se profundice trabajando nicleos tematicos o
campos de operaciones en lugar de lecciones escalonadas.

Convendria sustituir las lecciones por experiencias globales
que abarquen diversos aspectos matemadticos, sin perjuicio de
tratar ciertos matices con experiencias puntuales. Mas ade-
lante exponemos algunas. Asi mismo deberiamos de ir dismi-
nuyendo la cantidad de ejercicios repetitivos ¥ fichas de debe-
res en favor de ftiles como el fichero autocorrectivo de
problemas, libretas de calculo autocorrectivas, libretas de cal-
culo programadas al estilo de los que ha editado el M.C.E.P.
a través de la editorial Escuela Popular, juegos y experiencias
congcretas. '

Y por altimo, no deberiamos olvidar que es mucho més po-
sitivo que sea el alumno quien descubra, «vea», «se dé cuen-
ta», por lo que no estaria nada mal que fuesemos dejando a
un lado nuestra acendrada postura de explicar o «dar la lec-
ciébn». .

Exponemos a continuaci6n 10s niicleos teméticos que con-
sideramos fundamentales,

1. PRODUCTO CARTESIANO.

La experiencia sobre producto cartesiano puede ser modéli-
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ca. Para no ser reiterativo no incideremos en ella. Unicamen-
te dos observaciones sobre la misma:

—Es recomendable el enfoque experimental e investigador,
tal como se cuenia en la narracién de la misma.

— La experiencia puede ser mas vari¥da‘y profunda: de-
pende del nivel de los alumnos.

T

II.- OPERADORES MULTIPLICATIVOS

Con este nficleo se trata de descubrir 0 en otros casos afian-
zar determinados matices'de la operacién. El adoptar la per-
pectiva de estados-operadores le da cierto aire ladico al traba-
jo. Recuérdese que la nocién de operacién ya se traté en la
iniciaciémn.

Veamos algunos juegos y experiencias.

a) Por turnos, un alumno dice un nimero; otro alumno, un
roperador. Los demés escriben, efectuan la operacién,

b) Uno dice un mimero. El maestro, el resultado. Los de-
més escriben y hallan el operador. Las escrituras son de este
tipo:

4x..=20

Juegos como los anteriores permiten ejercicios individuales
como los siguientes:

ESTADO 1 OPERADOR ESTADO 2

=15
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c) Inventar problemas colectivamente. Un alumno dice el
estado inicial, lo que hay, por ejemplo: «hay-5 nifios». Otro
¢l operador, 1o que pasa: «cada una tiene 10 dedos». El terce-
ro ha de exponer la pregunta del problema los demas hallan
la solucién.

'd) Uno dice un conjunto de cosas. Qtro le aplica una opera-
cion.

Aqui caben ejercicios curiosos y que provocan discusiones
interesantes. Veamos un par de ellas:

a) leu]ar el conjunto resultante.

{D.#(x x & =

b) ;que he hecho?,

gl {354
24%

Sin duda el ejercicio a) admite diferentes respuestas; he
aqui dos de ellas:
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;Cual es correcta? Correctas son las dos y otras ordena-
ciones posibles. Las discusiones se entablan acerca de que
«es lo mismo que repetir cuatro veces el conjunto que habia»
«no, es que de cada uno salen 4»; «da el mismo resultado
siempre» etc. Efectivamente es como repetir varias veces el
conjunto inicial,

Las discusiones que surjan pueden servir para plantear
problemas de este tipo: =

«En este bolsillo tengo 8 duros, pero en el otro tengo tres
veces lo que en estex.

.
«Sonia tiene 9 afios. Su madre tiene como tres veces la edad
de Sonia ;Cuéntos afios tiene la madre?

Para concluir este punto recomendamos la lectura de ia
bibliografia sobre el tema que al final del capitulo citamos.

El trabajo personal o en pequefio grupo sobre ejercicios y
problemas a posteriori de 1os juegos y/o experiencias colecti-
vas resulta ser indispensable en este punto. Adjuntamos algu-
nos ejercicios seleccionados de entre los realizados en un aula
de III curso.

&

Los estados estan en los cuadrados. En los circulos pones el
_operador que corresponda pero que sea de multiplicar.

El 1) 3 E2

3 @ 15 4 O 28
1) 3 O 18 10 O 110
O ;.
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Yo te pongo el estado 1 y el operador. Ta pones el estadp 2.

) =

Ahora s6lo te pongo el estado 2. T tienes que inventar el es-

tado 1 y el operador que corresponda.

5 x5 25 90

24 100
3 16 0
81 1

Estas son cadenas de operadores de multiplicar. Yo escribo

los estados y t los operadores.

-E.1 ~OP E.2 or E.3 OP E.4
4 « 2 4 12 24 '
) « 1 5 10 40

. Encuentra e1 truco y sigue el orden.

> 7,14, 21, ey s s
5) * 8 16, 24, 1o o



Multiplicacién 173

En este busca el operador y escribelo.
6) 3...6..12...24...48 ...

Esta flecha — - significa:
«es cuatro veces mayor que»
Escribe el nimero que falta.

S12 -—— -

7) 20—
8 ——
Este triangulo A es un operador que indica x 6. Completa
lo que falta. s
‘ SO = ...

8) 6 5+ ... =40

20-10A4 = ...

A ver si eres capaz de descubrir 1o que significa este operador
% en cada caso, Puede tener varios significados.

7+1*=16
4% =4
) ' 10-5=3+2*
60 = 10 *

En otra aula una experiencia con balanzas fue aprovechada
también para el trabajo escrito de operadores, lo que permi-
1i6 a los nifios llegar a hacer, ademas de ejercicios como los
anteriores, otros ciertamente complicados. De las fichas de
realizacion individual transcribimos algunos extractos.

Yo escribo lo de un plato; tu lo del otro poniendo el estado y
el operador que quieras.

E. OP. E. OP.
3 x4 = ... ...
10 +2 =
15 -5 = o
1) .= 20 x0

5 x8
20 :2 v
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En este te toca poner a ti nada mas que el operador de un
plato. Procura que sea de multiplicar.

10 + 10 = 10 ...,
6x3 = 3.

2) 50-10 = 8....
50-10= 5...-5
4dx6= 5.. +4

Yo escribo 1o de un plato y ti1 lo del otro pero de tres mane-
ras distintas.

3)

En esta misma aula el trabajo de operadores y de transcrip-
cién numeérica de «historias» 6 problemas tuvo continuacion
con el de paréntesis. El paréntesis aparecid por necesidad de
cortar temporalmente © separar partes de las historias. Hay
que advertir que los nifios usaban lineas verticales de separa-
'cién en sus simbolizaciones primeras. El maestro aprovech6
este hecho para llegar al paréntesis. Vedmoslos con ejemplos.
Se trata, como ya vimos en ¢l capitulo de la suma, de repre-
sentar o mimar realmente una «historia» 6 una accién y a
continuacion transcnblrla simbélicamente v viceversa.

— Llevo en mi mano tres cajas de seis rotuladores cada
una. Luego me encuentro tres rotuladores.

Su escritura artimética vendra a ser (6 x 5) + 3 y el parénte-
sis separa lo que en principio lievaba de lo que luego me en-
contré.

—En una bolsa un nifio echa 4 pufiados de tres garbanzos.
Llega otro y saca de la bolsa 6 garbanzos. ;COomo sabremos
los garbanzos que quedan?. Su escritura aritmética nos puede
ayudar: (4 x 3) - 6,

De los hechos reales podemos pasar a los ficticios:

-—Un hombre tiene en su casa 4 jaulas de canarios y en ca-
da una bay 3. Ademas tiene 2 jaulas con 5 gilgueros cada una;
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también tiene 2 palomas. ;Cémo- avenguar todos los pajaros
que tiene en su casa?.

Aqui la expresion numérica no es ya s6lo una transcripeion
simbolica de la «historia» sino también una apoyatura para
poder contestar al interrogante planteado:

Ex3))+2x5+2=24

Pasando-por las fases descritas en los capitulog IV a) y IV
b) llegan los alumnos a interesantes cuestiones numericas.
Transcribimos algunos extractos de los materiales de trabajo
individual en orden de progresiva dificultad.

E]

Lee esta historia:

Un 4rbol tiene 5 ramas. A cada rama liegan 4 pajaros,
En el arbol hay ..... pajaros.
Escribela con nimeros.

1) Ahora te cuento lahistoria partida.

Un arbol tiene 5 ramas. A cada rama Hega.n 2 pajaros, Pero
luego llegan también a cada rama 2 j pajaros més.

— ;Habra ahora en el arbol los mismos pajaros que en la
pnmera historia?.

— ¢ Cémo escribirias conr nimeros esta historia?.

2) Sorkunde tenia 4 cajas de rotuladores. En cada caja
habfa cinco rotuladores Pero un dia su madre le regald dos
cajas més.

A ver cuantos rotuladores tiene ahora Sorkunde.

3 Inventa un problema para esta expresion:
3x5+6

Escribe este problema con nimeros:
Hay 3 mesas. En cada mesa pongo 5 libros.

4) Ahora tienes que partir 1a historia y las cuentas con
paréntesis.
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— Qué has partido, el estado o el operador?.
— ;, Podrias partirla de otra manera y escribirla?.

Fijate c6mo escribo yo les problemas con paréntesis.
est. ©op. est. oOp. est. Op.
3 x4 =3 x2)+ (3 x2
2 x5 =2 x4H+ 2 x1)

5 — ;Qué he partido, el estado o el.operador?

— Si sumas los operadores de la historia de paréntesis. ;

Vuelves a tener el operador de la historia que no lleva parén-
tesis?.

6)  Escribe con paréntesis la historia que yo te pongo.

7 Ahora vas a hacerlo al revés. Yo escribo con parén-
tesis'y tu sin ellos. Fijate en-el primero.

(4x2)l+ (4x3) =4x5

Gx1)+(5x2) =
@x2) + (4x2) =

..................

8) A ver si sabes el operador que falta.
4x...=@4x2)+@x3
2Xx...=02x3)+(2x3)
5%.ee. =06xD+GxD+G5x1
ix... =

@Gx)+@Bx)+@BxD)
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9) - Escribe los operadores que faltan dentro de cada pa-
réntesis.

5x4=03x..0+¢x..)

36 =03x..)+3Bx..)+@3x..)
3X6=03x..)0+(3x..)
3x6=0Gx..)+Bx..)+3x..)+(3x..)

a

10) Yo lo escribo todo pero no pongo paréntesis en el
lado derecho.

Intenta ponerlos t. '
5x4=5x1 + 5x2 +5x2
2x5=2x3 + 2x2
6xd4 =6x2 + 6x2
Ix6=3x

2 + 3x2 +3x2

11)

Acuérdate de la balanza.
Yo escribo un plato con paréntesis.

T el otro sin ellos pero de dos maneras: una
multiplicando y 1a otra sumando.

Fijate en cémo lo hago yo:

4x2)+(4x3)=4x56Tambitna 8 + 12

Ahora haz ti las que siguen:

(4 x3)y+ (4xi)
Gx2+(5x2
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Yo escribo en un plato. Ta en el otro pero con paréntesis y
haciendo las partes que quieras.

12)

1IN EL SISTEMA DE NUMERACION

El conocimiento de la estructura de nuestro sistema nume-
rico es indispensable para que los alumnos avancen en la asi-
milacién ¥y uso de las operaciones aritméticas. Tal es su im-
portancia que en la década de los 60 aparecieron tendencias

- preconizando el aprendizaje del sistema de numeracion en ba-

ses diferentes a la 10. Algunos incluso proponian (se han re-

. alizado experiencias) comenzar el aprendizaje de los nimeros

por bases menores de la de diez aunque fuese ésta la utilizada.

El tema suscitd duras polémicas y las sigue suscitando enla
actuzlidad. Desgraciadamente no poseemaos un estudio y eva-
luacién experimental comparativa sobre aulas que hayan ini-
ciado desde preescolar la numeracién en otras bases, por lo
que es dificil pronunciarse al respecto. Nuestra postura puede
deducirse de la lectura de la experiencia: «Investigar el truco
de los nfimeros», que debido a su extensién incluimos por se-
parado mas adelante, al final del capitulo.

IV) LOS ALGORITMOS

Por tradici6n la mayor parte del tiempo escolar dedicado al
aprendizaje de la multiplicacion, se destina a hacer cuentas y
a la ejercitacion en la mecanica calculatoria.
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La cuenta suele ensefiarse directamente y, a fuerza de repe-
ticién, el alumno va memorizando el modo de resolverla, pero
ignora totalmente el porqué de operar asi. Las consecuencias
negativas de este modo de proceder son conocidas sobrada-
mente,

Esta claro que la didactica del algoritmo debe enfocarse en
otro sentido. Admitirermos previamente:

— Que no tiene por qué haber un ﬁmco modelo de resolver
las cuentas.

— Que favorecemos la creatividad y la bilisqueda personal
si provocamos que los alumnos descubran inodos de resolver
‘las operaciones.

—Que la ensefianza directa del algoritmo impide la investi-
gacién del que aprende.

En consecuencia nuestra estrategia consistira en invertir la
didactica habitual v proceder con el mismo estilo que lo he-
mos hecho para las otras operaciones.

Una cuenta 6 algoritmo no es més que un truco numérico
para hallar [a solucidn del problema. Lo fundamental es el ra-
zonamiento que se haga para resolver el problema. La cuen-
ta, una herramienta de la que echamos mano. Su aprendizaje
no podemos desligarlo del problema, aunque mas tarde haga-
mos a los alumnos que se ejerciten en la ejecutoria de cuentas.
La cuenta, aislada, fuera del problema, no dice nada.

En las aulas en las que se trabaja seghin el enfoque didacti-
cO que venimos explicando, las cuentas aparecen por necesi-
dad del problema que se esté resolviendo. Los casos, que son
los tratados hasta aqui (fase de iniciacién) en los que el mul-
tiplicando y el multiplicador son de una cifra, hemos preferi-
do tratarlos como escritura aritmética de problemas & si-
tuaciones adoptando la linealidad horizontal:

4x5 =20

Pero en el nivel de profundizaci6én de la operacién, apare-
cen problemas, en los que hay niimeros de méas de una cifra.
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Entonces se hace necesario distinguir entre problemas y cuen-
ta y conviene, si asi lo indica el nivel de los alumnos, realizar
un trabajo sistemitico y continuado del aprendizaje de las
cuentas.

Podemos comenzar con algunas experiencias motivadoras.
Veamos una de una clase de tercer curso:

«Estamos ya a mediados del segundo trimestre y me
parece gue ha llegado el momento de intentar resolver
algunos problemas que a menudo se nos han presenta-
do y se nos presentan, cuya solucién se ha visto nece-
saria, pero yo habia soslayado intentarig colectiva-
mente,

Por efjemplo, los encargados de la cooperativa tienen
“el problema de saber cudnto dinero ha entrado a la se-
mana (hay 19 chicos y cada uno trae semanalmente 15
pesetas). Lo mismo sucede en situaciones cuando va-
mos a comprar los Idpices gomas u otro material co-
lectivo.

Un dia, aprovechando que durante el recreo iremos a

comprar para reponer malerial de la cooperativa de

clase, propongo que las cuentas de'la tienda la haga-

mos nosotros. Es aceptado pero jcomo haremos las

cuentas!. Propongo agruparnos en cudatro conjuntosy

a cada grupo doy un problema. Hay que buscar cé6mo
" resolverlo con nimeros y luego decirlo a los demds.

Grupo I: resolver el problema de los Idpices (sole-
mos comprar 24 ldpices a 12 pesetas el ldpiz).

Grupo II: calcular el dinero que traemos cada se-

.mand. : _

Grupo IIT! Calcular las baldosas del suelo de la cla-
se.

Grupo IV: Calcular cudntos alumnos hay en el cole-
gio (thay 8 aulas y en cada aula ponemos 24 alumnos).
Después de una media hora aproximddamente, empe-
zamos a poner en comun los resultados. Aparecieron
cosas interesantes:

— Todos los grupos han recurrido a la multiplica-
cion como «truco» para resolver el problema, Ya.sa-
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ben que cuando multiplicamos operamos con nine-
ros y no con las cosas. De modo que ho es 4 ldpices
por 12 pesetas sino 4 x 12).

— La mayor parte de ellos han intentado hayar el
resultado recurriendo a descomposiciones ¥ valores
Dposicionales.

— Pero ningiin grupo ha logrado averiguar ningtn
modo de resolverital tipo de multiplicaciones excepto
el cuatro. Ante esa imposibilidad dos grupos regresa-
ron a resolver mediante sumas.

— Dos o tres individuos de clase «sabian» hacer es-
fe tipo de multiplicaciones pero no sabian explicar qué
es lo que realmente hacian o por qué.

— En mi opinién esto muestra la complejidad de la
multiplicacién por dos o mds cifras Y gque lg formula
eStandar es demasiado sintética e incomprensible a
primera vista, .

— La experiencia ha despertado interés por saber
hacer problemas dificiles, «como los mayores». Du-
rante unos dias dedicaremos el tiempo g eso.

— Al dia siguiente preparé el material multibase de
base 10 y les expliqué que antes de hacer las cuentas de
numeros, seria mejor que las hiciéramos con el mate-
rial. El material ya lo conocian y también los distintos
valores posicionales de las cifras y de las piezas.

— Yo ddy las consignas y ellos las ejecutan con el ma-
terial. Las consignas eran asi:

— «Poned con el material el nitmero 13. Multiplicarlo
por 5», ’

Despué.é explicaban cémo o hacian.
«Ahora poned el 25 y o muftxplicais por 4»,

Las consignas iban siendo cada vez mds dificiles pero
no en todas el operador era de una cifra. Ningiin nifio
quedo sin saber hacer las multiplicaciones.
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Habia dos maneras de hacer:

— Una, mayoritaria, cuya expresién era ésta. Por
ejemplo en 25 x 4: «4 x 5 unidades son 20 unidades y 4
por 2 decenas son 8 decenas. Entonces tengo 8 dece-
nas y 20 unidades. Eso es como 80 unidades y 20 uni-
dades, Si las uno me dan 100.

—Otra, empleada sélo po José Antonio y Juan Anto-
nio, decla asi: «4 por 5 me da 20, que son unidades pe-
ro que son como 2 decenas. Y akora 4 por 2 son 8 de-
cenas. Como antes tenia 2 decenas las junto y me sa-
len 10 decenas, que es como una centena y es 100».

Por la tarde volvimos al mismo trabajo. Como algu-
nos ya hacian las manipulaciones con rdpidez, propu-
se que el que se creyera capaz de hacer las cuentas con
niimeros solos que intentara hacerlas y el que no, gue
siguiera con el material.

Empezamos. Ahora un nifio dice un mimero y otro di-
ce por cugnto lo hemos de multiplicar.

Las primeras expresiones numéricas gue iban saliendo
se escribian en la pizarra y su-autor las explicaba, Al
poco rato los que manipulaban el material lo abando-
naron con lo que ya todos operaban a nivel numérico.

_Las cuentas eran de diversos tipos. Asien 125 x 4 unos
escribiar:

. 400
125x4 = 20y 80y 400 80
20

500

Otros lo hacian de este modo:
125 x4 = 400 80 20

Otros escribian:

125x4 20
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Las discusiones fueron avanzando hasta que llegamos
al siguiente tipo que dimos por definitivo:

125x4 = 20+ 80 + 400 = 500

Dyrante dos dias estuvimos practicando estq iltima
Jorma de hacer las cuentas. Sin embargo en las casas
de algunos los padres y los hermanos mayores no opi-
naban muy bien de ella. Una tarde Soma propuso
multiplicar «pomendo una raya como mi “hermano».

La propuesta tuvo éco y decidieron hacer las cuentas
como decig Sonia, poniendo Ios numeros «debajo de
una raya».

De ese modo llegamos a tener cuatro forma.svdz‘stintas

. de hacer las cuentas. Por ejemplo, en 23 x 4 eran:

De este modo liegamos a tener cuatro- formas distintas

de hacer las cuentas Por ejemplo, en 23 x 4 eran:
C—e23x4 =12 + 80 = 92

-—-= 23 -—-w 4
x4 x 23
12 12
80 80
92 92
-—= Y este que hacian dos niflas
23
x 4
--____.52_-

En los dias siguientes dedicados a las. cuentas cada
uno las hacla a su modo. De vez en cuando yo les
Dpedla que algunas las hicieran de varias maneras dis-
tintas. Pero, poco a poco, el modelo estandar fue ga-
nado adictos por ser «el mds corton, «el mds rdpido».
Tengo gue decir que a algunos chicos les resultaba
dificil, como demasiado sintético, aunque conocian el
mecanismo, Quizds la dificultad esté en que deben ha-
cer un doble esfuerzo simultdneo.
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— Multiplicar y convertir las unidades en decenas, las
decenas en centenas y...

— Conservar mentalmente las decenas 6 centenas re-
sultantes para afiadirlas a la cifra de la posicién sr—
guzente

La diddctica tradicional ha tratado de suprimir ese es-
Juerzo apoydndose en una mecdnica con coletilla ver-
bal: «Tres por cuatro 12 y me llevo una». Y parece

. eficaz. Pero tiene el inconveniente de ocultar al alum-
no el verdadero mecanismo de la cuenta e impedir su
~descubrimiento.

El proceso de aprendizaje de estas cuentas nos levé
unas dos semanas - 10 de los 19 que son, necesitaron
menos digs -. A continuacion iniciamos el aprendizaje
de las cuentas en las que el operador es de mds de una
cifra. El proceso ha sido muy parecido a! anterior: de
las diferentes formas de hacer las cuentas que han sur-

- gido -bdsicamente iguales a las que antes he expuesto-
han ido convergiendo en la estandar.

En mi opinién el aprendizaje de los algoritmos se basa
en el conocimiento previo gque lengan los alumnos del
sistema numérico. Sin conocer los mecanismos del sis-
tema (valores de posicién, elc.) no es posible ni crear

" ~algoritmos ni comprenderios. Y una cosa que no se
comprende fdcilmente se olvida».

Existen otras expetiencias con alumnos en las que han sur-
gido mas formag diferentes de efectuar las cuentas, asi como
otras en las que se ha dado mas importancia al trabajo en gru-
pos pero tienen en comin con la experiencia expuesta:

1.-Suscitar el interés por aprender a hacer «cuentas dificiles a
partir de situaciones reales y juegos.

2.-Buscar colectiva 6 grupalmente una manera de solven-
tarlas. Nunca el maestro les adelanta la resolucién. En al-
gunos se han apoyado en la manipulaciéon de material no
del tipo multibase comercializado sino en otro estructura-
do ¢laborado por el propio maestro.
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3.-Fomentar el debate, la confrontacion.

4.- Alternar sesiones colectivas con tiempos de trabajo indivi-
dual.

Conviene que tengamos presente la distincion entre apren-
dizaje de la cuenta y rapidez en la mecinica operatoria. El
proceso de aprendizaje debe ser abierto, de tanteo-posibilita-
dor de creaciones, la manipulacién de material v el trabajo
colectivo. Sin embargo la agilidad mecénica, la automatiza-
€i6mn, viene como consecuencia de un proceso personal repeti-
tivo. Dicho proceso necesita otras motivaciones y otros mate-
riales y sobre todo un trabajo sistemdtico y continuado.

V.- CONJUNTOS - CONJUNTOS DE CONJUNTOS

Si nos atrevernos a cambiar de representaciones graficas y
del esquema estado-operador-estado de este tipo:

Y pasamos al tipo de representacién conjuntista, el apren-

dizaje de la operacion ganara en profundidad. Para muchos
chicos, la imagen conjuntista es mas esclarecedora.

Comencemos por representar recurriendo a diagramas y
cardinales, problemas sencillos como éstos:

— En un arbol hay cinco nidos. En cada nido cuatro paja-
T0s.

— En un cajén del armario hay tres cajas de lapices. Cada
caja tiene seis lapices.
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Seguramente llegaremos a confluir en una representacion
asi:

Las cajas son conjuntos de lapices. El cajon o el arbol, un
conjunto de conjuntos. Para hallar el nimero total de lapices
lo que hacemos es multiplicar el cardinal del conjunto de con-
juntos (3) por el de cada conjunto.

El esquema operatorio es asimilable al aritmético:

— Cuatro cajas; cada caja tiene seis lapices.
— Cuatro cajas; en cada caja hay...
— Cuatro cajas; de cada caja sacamos...

. Al mismo tiempo que aporta una nueva visién de la misma
operacion.

La aritmética de conjuntos, elementos, conjuntos de con-
juntos, esta en el sistema de numeracién como puede verse en
la_experiencia «el truco de los niameros».

Las experiencias que en estos niveles escolares -III y IV
cursos- se llevan a cabo sobre clasificaciones, subconjuntos,
inclusién, etc, contribuyen a ir conformando globalmente el
pensamiento matemadtico. Tengamos en cuenta que simulta-
neamente estamos tratando la divisibn cuya problemaitica
viene a ser la misma: elementos, conjuntos, conjuntos de con-
juntos, equidistribucién.

En otras palabras, nos encontramos en una etapa del de-
sarrollo evolutivo infantil en el que priman la globabilidad ¥
las estructuras de conjunto.
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Obsérvese 1o que tienen en comun: sisterma numeérico, los
puntos 4, 5y 6 del esquema de Jas clasificaciones expuesto en
el capitulo de la suma, multiplicacién y divisién. Teniendo en
cuenta, por otra parte, que trabajamos principalmente sobre
lo concreto, pues aln no se puede llegar a la idea de clase co-
mo tal ni a la visién puramente aritmética del niimero.

El apoyo gréflco en problemas como los citados = funda-
_ mental €N una primera etapa

'Este hecho facilita la comprensubn y solucién de otros
problemas del mismo tipo.pero m4s complicados en una eta-
pa mas avanzada:

— Un tren tiene 3 vagones, en cada vagén hay 10 departa-
mentos. En cada departamento viajan siete personas.

— Un bloque de viviendas tiene 6 plantas. En cada planta
hay 4 viviendas. Cada vivienda posee 6 ventanas. etc,

Ciertameiite no hay multiplicacién conjuntista y otra de es-
tados v operadores. Lo que existe es un esquema operatorio
matematico mediante el cual resolvemos situaciones o in-
terrogantes. Veamos cuatro diferentes:

— Tiene tres bolsas y en cada bolsa hay 7 caramelos.
Hallar el total de caramelos,

— Tres lapices, cada lapiz vale 10 pesetas.

— Halla un ndmero que sea tres veces mayor que 5.

Si reflexionamos un poco encontraremos que en todas ellas
aplicamos un mismo esquema resolutorio aunque la visnali-
zacién de cada una sea diferente,

EL tema de fondo no esta en qué es multiplicar, cosa que
queda para los matematicos sino en cual es el recorrido did#c-
tico idéneo para llegar a multiplicar. Es posible adcribirse a
alguna concepcidn de la matemitica v enfocar desde alli su
ensefianza en la escuela. Este e el porqué de los cuatro enfo-
ques que citamos al principio del capitulo,

Sin embargo nuestra Optica es integradora y amplia. Inten-
tamos con ella proporcionar al alumno una variada gama de
experiencias aunque con cierta sistematizacién; colocarlo en
situaciones diferentes e intentar que halle los titiles graficos,
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lingiiisticos y conceptuales que, una vez en posesion de los
mismos, le permitan construir los esquemas operatorios mul-
tiplicativos. Adoptamos la perspectiva de la variabilidad y la
influencia miltiple y conectamos el aprendizaje estrictamente
matemdtico con las otras materias escolares 0 en muchos ca-
505 lo extraemos de las mismas,

INVESTIGAR EL TRUCO DE LOS NUMEROS
I

En la asamblea del dia anterior habiamos decidido in-
vestigar los nimeros pues algunos aiin se equivocaban
al operar. Asi, pues les animo a descubrir como se ha-
cen los nimeros. Como afirman que ya saben «por-
que ya hicieron el afio pasado» les invito a que inven-
lemos nosotros unag manera de contar ¥ escrszr los
s ndmeros.

Les escribo los numeros que usaban los romanos. Hay

una gran sorpresa cuando les cuento que las cifras que

nosotros usamos proceden de los hindies ¥ de los dra-
- bes ;de los .moros!.

Una leyenda que en ese momento se me ocurre surte
ese efecto mdgico: «Hace muchisimos afios, cuando
no hebia carreteras, ni camiones, ni ... habia dos tri-
bus: una vivig en las montafias, la otra en la llanura.
Los lefindores cortaban los troncos de los bosques de
las montafias, pero ;cémo los transportaban hasta la
tribu de la llanura?. Los echaban al rio, ...»

- Después de la leyenda unas preguntas interesantes:
Jc6mo contgrian los troncos los cortadores?, ;cémo
harian los compradores para saber cudntos les habian
llegado?; ;co6mo los colocarian para contarlos? etc,

— Pues, contando -asegura la mayoria-: 1, 2, 3,
11, 12,

-— Claro, asi contamos nosotros, respondo, pero los
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romanos y los indios no contaban asi, Podemos con-
tar los troncos de distintas maneras. .

Si alguien propone alguna forma, la hacemos de ver-
dad; nuestros cuerpos Serian los troncos.

Hay diversas propuestas y las teatralizamos poniendo
de troncos a nosotros mismos. En ello se nos fue toda -
la tarde.

= :
Al dia siguiente propongo continuar, pero en lugar de
troncos contaremos alubias.

Cada uno dispone de un pufiado de alubias sobre su
mesa. Hay gue saber cudntas alubias tiene cada cual y
explicar c6mo las ha contado. ’

Una vez que cada uno ha contado su montén, verbali-
za cémo lo ha realizado. Las maneras en que lo han
hecho pueden clasificarse en tres tipos:

) De 'uno en uno: 1,2 3, ..

b) Otros hacen montones de a diez que ponen se-
parados sobre la mesa y aun les quedan algunas alu-
bias sueltas. -

¢} Otros hacen montones de a diez pero después
los van juntando para calcular el total.

Esos tres tipos los escribo en la pizarra. Elemos de es-
coger la mejor forma de contar. Optan, después de
unas interesantes discusiones, por el tipo b).

Tras contar varias veces diferentes montones de alu-
bias, propongo dejar de calcular haciendo montones
de a diez «pues ya sabemos» y planteo contar de otra
forma {como habiamos hecho con los troncosj, con el
Siguiente juego: uno dice de cudntos elementos hare-
mos los montones y los demds calculamos la cantidad
de alubias de nuestra mesa de ese modo.

Asi, pues iniciamos el juego y no parece haber dificul-
tades en contar agrupando en cualgquier base (son can-
tidades inferiores a 20 unidades) ni en verbalizar el re-
sultado: «dos conjuntos de a 7 y tres sueltos), «tres
conjuntos de a 5 y cero sueltos», etc.
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Tengo que hacer la aclaracién al lector de que esta expe-
riencia fue realizada con alumnos de tercer curso y que éstos
ya habian trabajado bases.

Ya que no hay dificultades les incito @ dar un paso
mds: «escribir con nimeros las alubias que tenemos».
Es decir, simbolizar. El juego sigue siendo el mismo
con la unica diferencia de que adernds de decir la can-
tidad con palabras hay que decirla con niimeros sobre
in papel.

Los debates que ello originé fueron muy estimulantes.
Trataré de sintetizar los pasos seguidos en la simboli-
zacion:

Tenemos todos un monton de quince alubias. Lo con-
tamos haciendo conjuntos de a 6 alubias. Cada cual
escribe su solucion en el papel, Ademds algunos escri-
ben la suya en el encerado. Discutimos las del encera-
do, que han sido las siguientes:

a) 2 conjuntos y 3 sueltos
b) 2 decenas y 3 sueltos
c)6, 6,3

Para favorecer mds la discusion propongo escribir
ahora sin letras, s6lo cifras pero que los conjuntos se-
andea 7.

al 77y 1
bj2/1
¢c)1/2

La cuestion clave estd en «por qué Jestis ha escrito 2,
1y Paquita I / 2»; ;el 2 de Jesiis y el 2 de Paquita se
refiere a los montones?» Por iltimo decidimos en qué
lado escribiremos la cifra de los conjuntos.
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Tomada ya esa decision proseguimos contando el
monton de 15 alubias en bases 10, 9, 8,... No kay obs-
tdculo en ello hasta llegar a la base 3. Pero las dificul-
tades trataremos de superarlas al dia siguiente.

I

ko

Contemos nuestras 15 alubias haciendo conjuntos de
a 3. Las escrituras del encerado con sus lecturas son

las siguientes:

a)9 3 («nueveen un lpdo, dos conjuntos de tres en
otro y no tengo sueltos»).

by3 0 f«conjuntos de tres y no hay sueltos»).
)5, 0  {«cinco conjuntos de tres).

Opinan maycritariamente gue estan bien las escritu-
ras «b» y «c» pero no la «a». Pero José A., el de la
notacion 9, 3, trata de argumentar:

— Si, porque voy de tres en tres y tenia tres conjun-
tos y los he juntado porgue hay que juntarlos. El afio
pasado, cuando haciamos esto con botones, los me-
tiamos en una cgja.

— Claro, -intervengo-, eso es; pero (lienes
sueltos?.

— No contesta.

— Ese tres, ;qué significa?
— Los conjuntos

— ¢ Y ese nueve?, insisto

— Ya estd, dice euforica Sonia, es un conjunto de
cojuntos de q tres,
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"

— Eso, eso era, rectifica Jose A. Y nos lo explica en
la pizarra con este grdfico.

Vemos entonces que no se trata sélo de contar de tres
en tres sino que ademds, cuando fenemos [res conjun-
tos, los unimos formando un conjunto de conjuntos.

Con lo que acabamos de redescubrir propongo contar
las alubias y escribir lo contado.

Esta vez las escrituras se agrupan asi:

a 330
b 210
o 1220

Se coincide en que la escritura a) no se entiende Y que
b) ¥ ¢) son iguales «pero cambiadas».

Hemos dado, sin duda, un gran paso hacia adelan-
te: escribir la cifra del conjunto de conjuntos.

No obstante el esquema espacial se tambalea y habrd
que convenir definitivamente el orden en que escribi-
remos las cifras, pues de lo contrario no nos vamos a
entender.

Acordamos seguir el orden del afio pasado aunque no
hagamos conjuntos de a diez. Mari Mar no recuerda
que el afio pasado ponfamos sefiales encima para no
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confundirnos. Lo cual parece interesgr y tras varias
propuestas llegamos a la siguiente sefializacion:

S, - = Sueltos
CC|C|S C. -~———-= Conjuntos
C.C. —-——== Conjuntos de conjuntos.

Con esté esquerma para no equivocarnos de sitio hace-
mos algunos ejercicios con cantidades diferentes, ma-
nipulando primero, escribiendo después.

Si obtenemos, por efemplo, 1, 2, 4 hay cuestiones in-
teresantes que responder: ;vale mds 4 que 2?, efc. Los

. que aun no veian claramente la simbolizacién lo van
viendo: 4 son sueltos pero 2 son conjuntos. Ademds ]
es que «es un conjunto de conjuntos y vale mucho
mds».

ar .

Resumiendo. Hasta ahora:

a) Hemos contado manipulativamente. Hemos es-
tablecido un «truco» para contar: agrupando segin la
base que se diga. Si el juego es contar haciendo con-
Jjuntos de a cinco decimos que estamos en base 5. Sies
haciendo montones de a 8 decimos que contamos en
base 8. '

b) Hemos convenido un «iruco» para escribir todos
en el mismo orden, Y para que no se nos olvide hemos
inventado unas sefiales.

No estd demds decir que el orden unidad, decena, cen-
tena, lo conocen todos y que operan con normalidad
en él, Es interesante observar que al cambiar de cam-
po de aplicacién de dicho esquema, como en este caso
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en que estamos contando en bases diférentes, no lo
aplican y quien lo aplica lo hace incorrectamente.
Cuando se han visto llevados a la nueva situacion de
reinventar un sistema para contar han recurrido a
conceptos ldgicos 0 conjuntistas llamando conjunto
al agrupamiento de 1.° nivel 6 decena en base diez,
conjunto de conjuntos al agrupamiento de II.° nivel,
ele.

Hay un factor de gran importancia en el porqué de los
errores en las modalidades de escrituras antes citadas.
Por ejemplo, el hecho de que una cantidad de 15 alu-
bias la representacién en base tres como[9_3 0|6
bien[3 301612 10].

Sencillamente retratan con niimeros lo que han hecho
con las manos: han agrupado y luego escriben simbo-
licamente lo que han hecho. El factor tiempo tiene, en
mi opinidn, gran importancia, en el porqué de la dis-
tinta ordenacién de las cifras.

_ Sin embargo, mayor aun parece ser la importancia de
la distribucién espacial sobre la mesa de los elementos
contados. -

Pero dejamos por ahora estas reflexiones y conti-
nuemos con g cronologia de nuestra experiencia.

Fid

En clase somos 20. Nos vamos a contar con todas las
bases pero, en lugar de utilizar nuestros propios cuer-
pos como ya hicimos con los troncos, utilizaremos bo-
fones. .

" Manipulamos, colocamos sobre la mesa, escribimos
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los niimeros. La tabla que va apareciendo es lag si-
guienle:

base 10 —-ww 20
base 9 ——-= 22
base 8 = 24
base 7 —-—= 26

Sorprende. ¢ Vale igual 20 (dos, cero) que 26 (dos, seis)? ¢

Siempre somos la misma cantidad en clase?. jEntonces, 20
vale como 24 y 322

S

La discusidn se prolonga en base a preguntas como las
anteriores y vamos llegando a la conclusién de que
son diferentes escrituras de una misma cantidad, de
un mismo montdon; que su escritura depende de la ba-
se que eljjas.

Continuamos anvanzando para ver si somos capaces
de escribir en todas las bases. La mitad aproximada
de ellos lo son, pero unos cuantos no pasan de la base
4. Pienso gue porgue contar veinte botones en base 4
precisa de unt agruparniento de I, ° nivel; el que deno-
mingn conjunto de conjuntos y que para ellos no esta-
ba claro, Lo mismo sucede en base 3 cuya escritura es
202.

Parece evidente que el paso a niveles superiores de
agrupamiento, a potencias de nivel II, I1l, elc, necesi-
ta de un mayor nivel de abstraccidn, de manipulacion
representativa del agrupamiento, de movilidad en las
imdgenes subyacentes.

Ante este hecho y dadas las diferencias entre unos chi-
cos y otros optamos por el trabajo individual en dos
vertientes:

1. Fichas preparadas por mi.
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2. Ejercicios similares a los de las fichas pero re-
alizéndolos manualmente sobre material discreto.

Los diferentes ejercicios formulados bajo la simboli-
zacién ya convenida son variaciones sobre estos dos
tipos:

a) Dibujo los elementos de una cantidad. Hay que
escribir su niimero.

b) Escribo un niimero. Hay que dibujar sus elemen-
tos y/o colocarlos sobre la mesa.

V

Hemos pasado del trabajo colectivo al individual
sobre gjercicios y fichas. Para sorpresa mia conslato
mds errores y fracasos en su resolucién de los espera-
dos por mi,

¢ De ddnde pueden provenir los obstdculos? Del didlo-
go con ellos, de la observacidn de sus diferentes difi-
cultades, constato que hay algo que condiciona y obs-
taculiza tanto la movilidad imaginativa como el orden

_ creciente del agrupamiento para la mayoria de ellos:
es~la espacialidad de los agrupamientos, modo de or-
denar (no orden, pues el convenido ya lo siguen to-
dos) y distribucién del material empleado sobre la me-
sa.

En consecuencia propongo empezar de nuevo a ver si
sale algo mds fructifero. Hablo de que el «truco» no

. lo ha descubierto ninguno todavia, que me parece que
es porgue ponen los botones mal sobre la mesa, que
los ponen desordenados...

— No ponemos mal. Los ponemos como hemos
gquedado, empezando por los sueltos, dice Fran.
— 8i, pero si los ponemos asi, en filas iguales me-
Jor, replica Jose Mari.
— De acuerdo, -intervengo. Probaremos como ha
- dicho Jose Mari, bien colocados. Pero los sueltos
cddnde?, :en medio de la mesa?... Y los
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conjuntos?... ; Por qué lado de la mesa empezaremos
a ordenar?...

Ahora cada uno tiene un montén cualquiera de boto-
nes. El juego consiste en gue uno propone un niimero
¥y una base; yo lo escribo en la pizarra y ellos lo repre-
sentan con botones en su mesa. La preocupacion se
centra en colocar «como dijo José Mari». Segin «el
orden del niimero» y en «su sitio» en la mesa.

Después de numerosos tanteos hemos llegado colecti- .
vamente a la siguiente distribucion sobre la mesa «pe-
ro sin dibujar las rayas» y ademds colocando los boto-
nes en filas («no amontonando los conjuntos») y si-
guiendo el orden creciente de los valores posicionales
en el niimero.

K

............ C.C.C. C.C. C. 1 S

Los que tienen dificultades espaciales no pueden resis-
tir la rentacién de trazar las rayas en la mesa, pues les
cuesta conseguir una repgrticién espacial propor-
cionada de la misma.

VI

Me parece indudable que en la base de toda operacion
matemdtica exislen ciertos factores tanto temporales
como espaciales que condicionan lg ejecucion exitosa
de la operacién. Lo deduzco tanto de las observa-
ciones antes citadas como de constatar la alegria y el
afdan por seguir buscando «el truco de los niimeros»
gue produjo el que los niimeros propuestos les «salian
bien» qhora.
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Pero ;qué nimeros salen bien y qué ofros-no 9"4 dénde
estdn los obstdculos?, ;por que «los nimeros largos
no salen bien»?.

Nos encontramos en este punto y es esta problemdtica

la que, una vez evidenciada les devuelvo al dia siguien-
te planteada de esta forma:

— Ya algunos hacéis bien los ejercicios pero no sa-
béis explicar por qué os quedan bien colocados los bo-
tones. Otros no estdis seguros de lo que hacéis. Ya ca-
si hemos entendido lo de los nimeros. Para encontrar
-todos el «truco» nos vamos a fijar en «c6mo creceny,
«en cudntos hay en C. y cudntos en C.C.».

Ulilizaremos iturris (chapas) ¥ yo seré quien diga el
numero y la base, Y a ver si somos capaces de des-
cubrir «como van creciendo y por qué»,

Después de varios niimeros no conseguidos y discu-
siones infructuosas propongo el «uno, uho, uno»
(111) en base tres. La realizacién material es correcta
¥ las explicaciones van tomando sentido:

— Claro, dice Ifiaki, es que el conjunto vale como
tres sueltos y luego, pues,...

— Fran interrumpe; eso, el conjunto de conjuntos
es Ires conjuntos, es tres veces mayor que el conjunto,

— ¢Por qué?, pregunto

— Pues ahtf hay tres y tres por ires, ... sale nueve y
van en orden, clarifica Fran.

Vamos entrando, a mi modo de ver, en el centro de la
problemadtica: el crecimiento multiplicativo.

Proseguimos con diversos nimeros. Es ahora cuando
ya los dudosos se van asegurando de lo que intuian y
otros objetivando verbalmente lo que piensan:

— Es que se van multiplicando por tres, dice Alicia
dando un salto.

— Ya estd. Venga, dinos ofro numero, grita Jorge
que hasta ahora habfa permanecido en silencio,
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— De acuerdo, pero ahora lo voy a hacer mds
dificil. Yo escribo en orden los niimeros de elementos
de cada lugar. Si averigudis cudl es el niimero siguien-
te es que ya habéis descubierto «el truco de los niime-
ros».

Escribo problemas del tz]bo I I 1 1Icomo este:

c.c.c.e. | cgec | cc |e |%.

o

? 2116 |41

.
Los primeros en encontrar los siguientes mimeros no
esperan a los demds y los dicen a voces.

Hemos' llegado asi a Ia raiz del sistema numérico:
agrupamientos miultiplicativos.

Para cerciorarme les sorprendo con una pregunta:

— ¢Podria yo seguir poniendo mimeros «mds ma-
Yores» para acd, para la izquierda?.

— §i, claro, dicen algunos.

— Juan Antonio todo seguro, afirma categorica-
mente: claro, es que son «anfinitos».

— jHala! extrafiados. ;Qué es eso?

Y J.A. intenta explicar su palabrota, que dice que se
la ha oido a su hermana.

Pero no todos los nifios han llegado al mismo punto.
Y a los que han llegado les hace falta, creo, madurar ¥y
profundizar en ello.

Se impone ahora el trabajo individualizado Y en pe-
querios grupos.
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vir

Hemos llegado, aungue sin profundizar, a lo siguien-
te:

— E! niimero «va creciendo de derecha a izquier-
da».

— Para pasar de un nivel g otro se pasa multipli-
cando.

— E! conjunto de los nidmeros no se acaba, es infi-
nito. '

Observo con satisfaccion que resuelven la mayoria de
los ejercicios como los antes mencionados. Sin embar-
.go, algunos fallan siempre en el mismo tipo. Trataré
de explicarlo.

Materiglizar (poner sobre la mesa los elementos
correspondientes) ndmeros del tipo 111 en cualguier
base no ofrece dificultad.

Hacer lo mismo pero con ntimeros de otro tipo, por
efemplo, 203 en base cuatro, no es posible para algu-
nos, ;por qué?, ;en dénde radica la dificultad?.

Hay, en mi opinioén, dos grupos diferentes de factores
que constituyen el fondo del problema: Uno es la ge-
nerglizacion; otro, los procedimientos de cdiculo.

Segiin el proceso seguido hasta ahora, estamos reali-
zando colectivamente la construccién, al mismo tiem-
po que el descubrimiento, de las leyes del sistema nu-
meérico de nuestra cultura. Llegados a un escaldn de
ese proceso de construccién trato de que generalicen
lo descubierto o contruido, operando en otras bases o
con nameros de mayor dificiltad.

Esta generalizacion es fallida frecuentemente (hablo
en general, pues no todos Ios chicos tienen las mismas
dificultades) ;Por qué? Generalizar, extender y apli-



Multiplicacién 201

car lo descubierto a otro tipo de situacién 6 problema
lleva consigo la reconstruccién de lo que anteriormen-
te se descubrid para aplicarlo. Pero sucede que, por
un lado son todavia descubrimientos parciales; por
otro, al ser parciales aun no han llegado a la visidn
.global razonada del funcionamijento del sistema, lo
cual les hace errar en una situacién algo mas comple-
ja. -

El segundo grupd de factores es de tipo calculatorio.
Estamos manejando dos vias diferentes:

— Una conjuntista, la propuesta por ellos, incluso
simbolizada. (Ver parrafo II).

— Otra aritmética, introducida por mi (ver parrafo
VI).

Dos vids que suponen dos razonamientos diferentes si
bien al final confluyen.

La solucién de un problema, desde el punto dé vista
conjuntista, {conjunto, conjunto de conjuntos...,) re-
quiere un predominio de pensamiento de tipo imagi-
nativo y una gran capacidad de abstraccion. Desde el
punto de vista aritmético se trata simplemente de

- montar, sobre la base del razonamiento conjuntista,
las cantidades de cada nivel haciendo uso del esquema
multiplicativo de crecimiento.

A la postre, ambos modos operativos parecen ser ne-
cesariamente fusionados o, al menos, eso hacen los
que han descubierto «el trucow, es decir, las leyes del
sisterna. De los alumnos que aun fracasan hay dos ti-
pos:

— Los que usan predominantemente el modo con-
juntista y se ven impedidos de pasar al tercer o cuarto
nivel.

—Los .que intentan usar exclusivamente el modo
aritmético (crecimiento en potencias) pero lo han en-



202

Otras Matemdticas, otra escuela,

tendido mal y pasan del esquema multiplicativo al ac-
tivo y viceversa indistintamente.

Vease detenidamente el desarrollo de estos niimeros:

1.— Escribe lo que vale cada cifra en el ﬁzimero 11
1111 base 3:

c.c.C.C. c.C.C. C.C. [
1 1 1 1|1
ARk

errorjln. ¢ elementos cada cifra en base 10
2.— Haz igualcon 1111, base 5
| 1111
125 51
3.— Lo mismo cor; 2031 base4’i
2 0 3 1

‘-012 i

Elerror fundaniental procea‘e,' creo, de una falsa utili-
zacion del esquema rultiplicativo.,

En los nimeros del tipo 1 I 1 se ve claramente que del
elemento anterior sale un nuevo conjunto gue es la
base. Pero en mimeros como 2 0 1 3 eso no es posible,
tendrd que multiplicarse el conjunto base por sf mis-
mo. ; Cémo es posible enseflar eso a los que aiin no lo
han vislumbrado? Prefiero, personalmente, no expli-
carlo y continuar colectivamente hasta encontrar la

manera de descubrirlo. '
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Entre tanto, nos ocupamos unos dias trabajando ba-
ses con el material y las fichas de Dienes, cosa que
también hicimos en el curso anterior.

v

=

CAMBJIO DE SENALES

Para recapitular sobre lo trabajado y comprobar co-
lectivamente si ya entendemos «cémo son los nume-
ros por dentro», propongo el siguiente ejekcicio:

Yo escribo un numero fécil en base cualquiera. .
Ellos lo escriben en su hoja, colocan las seflales, dibu-
Jjan los elementos que hay debajo de cada cifra y sefial
y mds abajo escriben el niimero de elementos que vale
cada cifra. El esquema es el gue sigue, por ejemplo,
para el'niimero 1 2 1 2, base tres:

27 18 3 2
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Este tipo de ejercicios provoc6 dos cuestiones impor-
tantes: .

a) Que la seRalizacion §S., C., C.C.... «es muy
liosa» lo que aprovecho para retomar propuestas an-
teriores de cambiar las seRales.

b) Que dibujar todos los elementos «ano se puede
porgue no caben en la hoja», lo que hace que vayan
pasando directamente a escribir numéricamente la po-
sicion e insistan en el esquema multiplicativo.

Las nuevas propuestas de seflalizacionesson variadas.
Eleg:mos la propuesta por Jesiis: C3, C2, C1, S., que
segun &l significa que el conjunto se multiplica una
vez (c.1) 6 dos veces (c.2), etc.

Ahora bien, operando con las seflales de Jests llega-
mos a ciertas confusiones, que demostraron ser
Jructiferas. De principio hay quienes leen asi: c.1 co-
mo «conjunto uno», ¢.2 como «conjunto dos», etc, lo
cual indica una sucesién no multiplicativa, es decir,
Dpara saber cudnito vale c.2 muchos suman dos veces el
valor de c., o sed, el conjunto base.

Cambiamos de expresion lingiiistica y concluimos en

que c¢.2 es multiplicar &l valor de ¢. dos veces; el valor

de .3 se encuentra multiplicando tres veces el valor de
.. ete.,

Asidec.2 = ¢ + c., hemos pasado a que c.2 = ¢. x 2.

Jesiis no estd satisfecho y nos demuestra que las dos
maneras anteriores son erroneas:

—«Para saber lo que vale C.2 no se multiplica por 2
-ni Se suma sino que se multiplica c. por c. que no es lo
mismo».

E intenta demostrarlo con ejemplos de mimeros.

Las opiniones se dividen pero Poco a poco le van dan-
do la razon a Jests «porque es mds fécil hacerlo asi».
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En el fondo, como la experiencia demostrd, las difi-
cultades no radican tanto en la lectura e interpreta-
cién de las sefiales sino en pasar del esquema aditivo
de crecimiento (c.2 = ¢ + ¢) al multiplicativo (c.2 =
¢. x 2); considerarlos falsos y llegar al crecimiento en
potencias (€¢.2 = ¢. X ¢.).

Habituados a seguir crecimientos como 3, 6, 9, 12,...,
cuesta llegar a otros como 3, 9, 27, 81,.3, y explici-
tarlos como 3, 3 x ¥, 3x3x3, ... Mds aiin si dicho creci-
miento debe ajustarse al enfoque conjuntista y con
valores posicionales de cifras distintas de 1.

Y bien, ; que quiere decir C.? Obviamente el conjunito
base en cuestién o agrupamiento de primer nivel. En-
tonces ;por qué no cambiar las sefales para gue sea
mds claro y escribir el valor del conjunto en lugar de
c.? g

Eféctivaménte, con el tiempo, sustituimos c. por el
valor de la base y escribimos, para base diez, por
efemplo, ... 1% 10,> 10 s.

E! proceso de cambiar colectivamente las sefiales nos
ka costado varios dias pero ha merecido la pena pues

ha ido provocado por el mejor conocimiento del siste-

ma numérico al mismo tiempo que los cambios han

ido apoyando una profundizacion en el mismo.

IX
" Se impone hacer algunas reflexiones

Para llegar a «descubrir el truco de los nimeros», es
decir,. desentrafar las leyes gue conforman nuestro
sistema de numeracién, hemos empezado simplemen-
te agrupando elementos y hemos llegado a la escritura
en potencias; hemos recorrido un camino lleno de des-
cubrimientos pero aun sin terminar.
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~ Desde la perspectiva del método se presentan dos ti-
. pos de problemas.

A) Es evidente que si yo suministro la férmula (a
veces me asaltaba esa tenlacién) para resolver los
problemas, contradigo y deshago el camino de des-
cubrimiento personal-colectivo seguido hasta ahora,
Por otra parte no es igual descubrir, reinventar una
ley matemdtica, algoritmo o férmula que explicarle y
hacer gue se apligue.

Y en este caso me inclino por no explicar pues precisa-
mente la cuestion matemdtica en la que estamos se
presenta como absolutamente necesitada de ser redes-
cublerta 0 construida personalmente si se quiere gue
se convierta en operativa. La experiencia nos de-
muestra a todos que una férmula matemdtica es una
catinela o un truco huero a menos gue dicha férmula
o ley haya sido construida por el que investiga: en este
caso, el nifio.

BJ) Otro tipo de problemas son los referentes al ne-
cesario equilibrio entre los tiempos de trabajo colecti-
vo y los de trabajo individual. Ese equilibrio marca la
pauta al avance en el camino a recorrer. Para explici-
tar lo que acabo de decir, expondré hechos concretos:

" 1. La simbolizacién adoptada ha ido siendo en todo
momento convencion colectiva, de tal modo que la
simbolizacion iltima a que hemos llegado, que viene a
Ser la universal, la consideran propia y exclusiva, Pero
ello mismo conlleva ciertas dificultades. De la simbo-
lizacidn s., c., c.c., c.c.C., ... §e cOnvino en pasaras.,
cl, cc3,.. -

Sin embargo, ese paso es sblo entendido por el que lo
propone y algunos mds.

- Los demds se ven constrefiidos a utilizarla por ef mé-
todo de trabajo que utilizamos pero les lleva algin
tiempo asimilaria, hacerla propia y operatzva lo cual
suscita desfases entre los alumnos.



Multiplicacién 207

Dar otro paso o cambio, por efemplo, de s., cl, c2,
c3,...as., 5-1, 5-2, 53ydeesteultzmoas 5’ 2 5,
susczta los mismos desniveles,

2. Averiguar el valor de cada cifra en los niimeros 1
111yl203 base4, porejemplo, presenta dificulta-
des de caracteristicas diferentes. Para el primer niime-
ro es vdlido (recuérdese que son alumno de Il ° cur-
so) el esquema multiplicativo conjuntista: convenido
en clase: de cada elemento del nivel anterior sale un
conjunto para el nivel inmediatamente superior. Asi,
los valores de las cifras son faczlmente encontrables:
64-16-4- 1.

Por el contrario, para el segundo nimero, ‘al existir
posiciones nulas y otras de valor no unitario, no es vd4-
lido el esquema operatorio anterior lo gue nos fuerza
a prosegujr la bisqueda de otro «truco» que valga pa-
ra todos, gue lleg¢ a ser el aritmético o de potencias.

Esa biisqueda no puede ser sélo colectiva, o sélo indi-
vidual, o s6lo de pequefio grupo.

El contraste colectivo, junto con las sugerencias y ma-
teriales que el maestro pueda aportar son ineficaces si
no van acompariadas del trabajo eminentemente per-
sonal de cada uno. La alternativa adecuada entre la
investigacion colectiva y la individual es imprescin-
dible.

3. La distribucidn del tiempo estd en funcion de las
apetencias del grupo o de las ganas de trabajar sobre
el tema. Frecuentemente se ha invalidado un horario
que tenemos clavado en la pared y mds de una vez he
tenido que preparar material apresuradamente para
atender la demanda del momento.

X

Alicia nos ha explicado gue su hermana le ha dicho
que escribir asi: 5°, se llama escribir potencias. Ahora
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que ya sabemos eso podemos escribir niimeros pero
en forma de potencia:

52 =25
27=%
10: = ... ete.

Incluso los leemos como la hermana de Alicia: «diez
elevado a tres»,...

Pero hacemos mds cosas. Por ejemplo, ya sabemos
qué vale cada cifra en el niimero 14 3 1, base 10. Nos
ayudamos con las sefiales:

1 1% 10! S | Seriales

T 4 3 I || ntmero

' hi
LxI10° | 4x102 | 3x10 | 1 | duesehacepora

1000 400 30 1 || vaior de cade cifra.

Y si yo pregunto que cudnto vale el cuatro en el niime-
ro 143 1 hay diferentes maneras de contestar. Una es
que vale 400 porque son 4 centenas juntas (pensar adi-
tivamente). Otra es que vale 400 porque es 4 x I1( (es-
guema de polencias). Sin duda que hay otras mane-
ras. ‘

 La escritura de un miimero es convencional. Una can-
tidad cualquiera puede escribirse de distintas mane-
ras. Si ya sabemos el «truco» se nos ocurren mds ma-
neras de escribir que anltes.

Por ejemplo, podemos escribir el niimero 16 asi 4 o
asi 2' 6 también asi 4 x 4, 6 también 10 + 6, 6 tam-
bién, ... '

Por cierto que todo esto ha tenido gran influencia en
© el aprendizaje de la multiplicacién que por norma gu-
bérnamental estd programada para este curso (I11j.
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cQué falta? Falta profundizar, avanzar sobre lo en-
contrado, usar la terminologia convencional de bases
¥y exponentes, encontrar sus leyes operatorias, cam-
biar de bases, inventar maneras diferentes de sumar,
multiplicar, ampliar el campo numérico y nuestro co-
nocimiento del mismo. El tiempo v nuestra capacidad
nos dird hasta donde podremos llegar.

Seguiremos descubriendo, investigando «el truco de
los niimeros». 3

XI

La polémica que ha suscitado entre los didactas la en-
seflanza de las bases numeéricas a alumnos deE.G.B.,
sigue sin concluir.

Unos se han mostrado decididamente a favor,
mientras que otros son faniticamente contrarios a su
ensefianza. Unos y, otros parecen tener contundentes
argumentos para refutarse entre sf.

En mi opini6én la polémica no tiene sentido, es decir,
no es ahi-donde hay que discutir.

Lo que hay que discutir es la concepcién del aprendi-
zaje, de la escuela, de la ensefianza.

Si consideramos que la matematica es una ciencia.
con su tematica propia como todas las ciencias, que
debe ser ensefiada a) nifio, y si consideramos que el ni-
fio va a la escuela a aprender esa ciencia, entonces, si
podremos discutir si tal o cual tema es conveniente
que sea ensefiado o no. Optamos en consecuencia y
nos justificaremos con argumentos consistentes,

Por el contrario, si nos ¢olocamos en otra posicién,
con otra filosofia de la vida y de la escuela. Si nos
apoyamos mas en los trabajos de la psicologia actual
y menos en la ortodoxia de los cientificos matemati-
cos; mas en cémo aprenden y c6mo son 1os nifios y
menos en qué deben aprender y ¢cémo deben ser. En-
tonces nos situaremos fuera de la polémica y no im-
partiremos el tema de las bases porque lo dicte o no el
programa oficial.
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En la experiencia antes descrita lo que se ha hecho ha
sido investigar; investigar colectivamente nuestro sis-
tema numérico. Para ello hemos utilizado el material
que otros usan para ensefiar el tema de las bases y las
potencias, sus sugerencias y las sugerencias de los tex-
tos, pero no hemos estudiado el tema. Nos hemos ba-
sado en tres términos fundamentales: manipuiaciéon
de material, simbolizacién colectiva e investigacién. Y
hemos descubierto qué es y como funciona eso de los
nimeros. No no interesa nada mas porque en el pro-
ceso de construccion del propio conocimiento es don-
de reside el verdadero valor del trabajo escolar».
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INTRODUCCION

Hay un tipo de acciones que esponténeamente(efectﬁan los
nifios desde los cuatro 6 cinco afios: son las acciones de repar-
tir objetos ¢ de partir cosas en partes iguales. Por ejemplo:

— Cuando en casa se le da la va3111a a un nmo pa:a que
ponga la mesa. . »

— En juegos naturales de familias, comidas ¥ muﬁecas

— Cuando rec1be un obsequio (caramelos, tarta, etc) para '
repartn-lo entre sus hermanos.

Las acciones de este tipo y las operacmnes psicolégicas que
las soportan son el sustrato sobre el que se construye la divi-
sién como operacidén aritmética.

La escuela Tefuerza acciones como las anteriores pues la:vi-
da social del aula provoca muchas situaciones de particién, de
reparticion y de agrupamientos: erdenar el material, agrupar—
se en equipos, clasificaciones, etc.

Pero la escuela aporta, o al menos lo pretende, algo mas:
los ntimeros y su ejercitacién con ellos de tal forma que,
cuando se exige de los alumnos la resolucién de situaciones de
particién o reparticién, ya poseen éstos unas herramientas:

— Cierta capacidad de calcule.
— Operaciones l6gicas mas evolucionadas.
— Experiencia de situaciones similares previas.

Comunmente las programaciones escolares anteponen el
aprendizaje de la multiplicacién al de la divisién, pero sin dar
explicaciones de ello. Sin embargo, no hay razones suficientes
para anteponer la multiplicacién a la divisién toda vez que
son mas cotidianas las situaciones de particién y reparticién.
Nuestra opinién es que multiplicacién y divisién son-como
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dos caras de |2 misma moneda y su aprendizaje es simultaneo
pues de Io que realmente debe hablarse es de operaciones
multiplicativas que incluyen esquemas de ambos tipos.

Conocemos varias formas diferentes de abordar la ense-
fianza de la divisiébn pero que pueden agruparse en dos:

— Unas tienen como caracteristica comiin el enfoque
conjuntista, la terminologia y representacioén de corte conjun-
tista y la utilizacién preferente del libro de texto.

- — Otras tienen de comun basarse en experiencias direc-
tas, ya de particién, va de reparto de material discontinuo;
obvian el lenguaje conjuntista y dan preponderancia a lo arit-
mético. ‘

Cabe preguntarse el por qué de tan diferente tratamiento
didéctico 2 una misma operacion.

‘Normalmente, creemos, la eleccién de una didactica u otra,
_viene condicionada, principalmente, por dos tipos de razo-
nes:

— De un lado, razones de orden matemético (que es la:
divisibn), razones de tipo psicolégico (cémo comprenden o
qué entienden los alumnos por divisién), razones de tipo epis-
temologico (qué hay en la base del conocimiento que permita
el aprendizaje de la operacién, ¢como llega a producirse ese
aprendizaje).

— De otro lado, razones de tipo did4ctico general: qué
énfoque metodologico dar al aprendizaje, qué técnicas y ma-
teriales emplear.

Las experiencias que se han efectuado sobre el aprendizaje
de la divisién no son casuales sino que cada una, a pesar de
sus diferencias, tiene un fuerte soporte argumental de cual-
quiera de los tipos antes citados.

‘Teniendo en cuenta las aportaciones de la psicologia cogni-
tiva, nuestra preocupacién para este trabajo ha estado centra-
da en lo didActico: encontrar una didactica que favorezca el
desarrolio progresivo de las operaciones matematicas desde el

_nivel inicial hasta su dominio.
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El objetivo de este capitulo es describir el camino que re-
corre el aprendizaje de la divisién aritmética desde su imicio
hacia el II.° nivel del Ciclo Inicial, hasta su dominio hacia los
niveles IV.° y V.° del Ciclo Medio. Est4 elaborado sobre la
base de varias experiencias, principalmente sobre una conti-
nuada durante cuatro cursos con el mismo grupo de alumnos.

L. INICIACION ¥

La didactica empleada se caracteriza POI concretarse alre-
dedor del siguiente esquema metodol6gico, esquema del que
¥a se ha hablado en el capitulo III: .

1) Se parte de una situacién surgida en la clase o provocada
por ¢l maestro, quien la problematiza.

2) Se intenta solucionar individual, grupal o colectivamen-
te. . o '
3) Las soluciones encontradas se exponen, se discuten y se
selecciona el mejor modo de hallar 1z solucién correcta:

4) Trabajo individual. '

La caracteristica mas importante es la creacién colectiva
del cédigo matemdatico apropiado para expresar las si-
tuaciones o para resolverlas. -

Es lo que llamamos proceso de simbolizacién' y que queda
suficientemente explicito a lo largo de este trabajo.
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LA DIVISION COMO PARTICION EN SUBCONJUNTOS
" EQUIVALENTES Y COMO REPARTICION.

En la iniciacién al aprendizaje de la DIVISION como tal
operacidn matematica, es conveniente partir tanto del bagaje
experiencial previo de los alumnos como de lo que estos
pueden ilegar a hacer. Partir un todo continuo (un objeto) en
montoncitos iguales o un conjunto {grupo de objetos) en
montoncitos equivalentes son dos acciones habituales cuyo
soporte psicoldgico es parecido.

Parecen anteriores, mas habituales incluso, y menos difi-
cultosas las acciones de repartir, Este tipo de acciones tienen
una diferencia esencial con respecto a las de particion: conlle-
van una equidistribucién. Comparense estos dos ejemplos:

a) Partir un montén de 9 monedas en tres montoncitos
iguales.-

b} Repartir por igual 9 monedas entre tres cajitas.

Sin embargo, y a pesar de la diférencia, ambas modalida-
des de acciones tienen una misma expresién numeérica:
9:3 = 3.

Se sabe que este es uno de los primeros obstaculos en el
aprendizaje de la divisidn. En la experiencia que se expone a
continuacion se trata de solventar dicho obstaculo simultane-
ando ambas modalidades v, partiendo de ellas, ir creando la
expresion simbolica apropiada, para, mas tarde, operar a ni-
vel simbélico exclusivamente.

«Con motivo de un reparto de cromos que Ifaki, su
propietario, no sabia hacer, algunos niftos propu-
sieron aprender a dividir, «hacerlo como los mayo-
_res», cosa que fue aceptada y nos dedicamos sistemd-
ticamente a ello. Expliqué que utilizando material de
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" la clase fcorchos, botones y conchas de la playa) y ha-
ciendo unos juegos que yo conocia, aprenderiamos
pronto a dividir.

A cada uno di un puiiado de botones que colocaria en
© su mesa. La consigna u orden a realizar la daba yo. La
norma del «juego»: que los subconjuntos debian ser
equivalentes.
=

Las ordenes eran de dos tipos:

— Coged un conjunto de «tantos» elementos. Par-
tirlo en «tantos» subconjuntos equivalentes,

— Coged un conjunto de «tantos». Repartzrlo
entre «tantos» nifios, a ver cudntos ddis a'cada uno.

Simultaneaba ambos tipos de consignas para gque
vieran .su semejanza. Después variamos el «juegon».
uno inventaba una orden y los demds la ejecutaban
(siempre cantidades pequefias).

El juego se fue complicando a medida que iban ad-
quiriendo agilidad en el reparto del material. Ahora
uno inventq un problema y los demds tratamos de re-
solverlo avuddndonos del material, es decir, manipu-
lando. Pero ademds lo representa cada uno gréfica-
mente, «dibujamos lo que hacemos con las manos».

He de decir que, debido a los trabajos anteriores
sobre conjuntos y la multiplicacion, ya tenian cierta
experiencia en representaciones grdficas y conocian la
necesidad de una tnica simbolizacion para todos. Las
diferentes representaciones de un mismo problema se
exponian en la pizarra. Se discutian v, de este modo,
se iba acordando progresivamente la «manera de di-
bujar los problemas».

Asi, un problema o historia como, por ejemplo, «Ifia-
si teniq 12 cromos y los repartio a sus tres hermanos»,
tenta al principio una representacion de tipo figurati-
vo: solian dibujar a IRaki con sus doce cromos y a los
tres hermanos, cada uno con su paquetito de cromos
correspondiente.
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A instancias mds de que si iban a dibujar siempre a los
nifios nos cansariamos y tardarfamos mucho en hacer
los problemas, fueron paulatinamente apareciendo
otro tipo de representaciones ya con algunos signos
como muestra la siguiente figura:

(= fulo]s
orpo

&
%
&

- Convinimos que las rayas (diagramas) eran para sepa-
rar, las flechas, segin su autor, para «darle a cada
uno su montén», es decir, indican la
equidistribucidn,

Pero_al dia siguiente, la simbolizacién del mismo
problema quedé mucho mds simplificada pues Jesis.
un alumno, nos convencid a todos con la suya.

Ciertamente, como decia, él, «no hace falta dibujar
los nifios porque asi se entiende el problemay.

Jestis en realidad habia transcrito lo que habia hecho
manualmente con los botones. Pero su represenia-
cién, aunque mds sencilla y aceptada por todos, se



Division 219

kS

mostré bastante dificultosa para algunos nifios en
problemas posteriores y prefirimos mantenernos en
simbolizaciones del tipo anterior.

Concluimos el proceso con la estandarizacion de un
tipo que incluia el conjunto inicial, -el operador y el
confunto firal o resultado de la accién.

De este modo, el mismo problema de hace-unos dias
quedaba representado asi:

] B
®o o ¥ >(oeon >
op P

De la misma manera que es importante ponerse de
acuerdo en la simbolizacion, también lo es acordar
una forma de expresar con palabras los problemas,
«para poder comprendernos».

La verbalizacién no consistia sélo en inventar y expo-
ner problemas o en participar en las discusiones, sino
también en, reciprocamente, la explicacidon de un
problema ya representado.

Si el problema era simplemente tener un montén de
botones, por efemplo, de 12 y dividirlo en tres sub-
conjuntos (ya sabiamos que debian ser equivalentes),
la expresion debta ser mds o menos: «tenia un conjun-
to (o montdn)} de 12; Io he dividido en 3 subconjuntos
{o partes o montoncillos} y cada uno (cada subcon-
Junto, cada parte, cada montoncillo) tiene 4 elemen-
tos», Las palabras entre paréntesis son opcionales pe-
ro la estructura era invariable.

Si el problema era del tipo de «repartir entre», por
efemplo: «Sonia trajo 12 pulseras y las repartio entre
Sokunde, Irune y Leire», una vez realizado manual-
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mente y dibujado, se expresaba asi: «habia 12, como
hay tres nifias tenia que hacer tres partes (0 subcon-
Juntos o montoncillos) y a cada uno le daba 4 pulseras
fcada subconjunto tiene 4 elementos)».

En la verbalizacién no solo es importante convenir los

" términos y las expresiones. Lo fundamental es perca-
tarse de que todos los problemas 0 historias tienen tres
partes: hay una .sztuaczdn se hace algo y resulta otra
situacion.

La etapa siguiente, en lg cual cambiamos de material
y de juegos, fue expresar los problemas con numeros. .
Para facilitar el camino representdbamos primero
grdficamente el problema y debajo colocdbamos los
niimeros correspondientes. En el caso del ejemplo que
vengo exponiendo la representacion quedaba asi:

Coop * O Doo
OOD D
00d ¥ Qoo
©e * 0ooo0o
12 3 ¢4

Por ultimo, la representacién de historias, problemas
0 manipulaciones se redujo a su expresion numérica.

Las representaciones numéricas se fueron agrupando
en torno a estas tres modalidades (si seguimos con el
efemplo anterior).

a) 12 3 4
b 12 3wd+ 4+ 4
12 —=q
3

Las simbolizaciones muestran que dos aspectos de la
expresion estdn superados:

— La horizontalidad y progres:dn de izquierda a
derecha.
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— Que la expresion tiene tres partes.
— Faltaba el mds importante: el operador.

Fuimos viendo que tal y como proponian era dificil le-
er sus expresiones, que no se entendian bien porgue
Saltaba un signe que representara lo que haciamos
con las manos o lo que pasaba en la historia.

Después de varios intentos el signo elegido fue una
recta inclinada: /; «porgue es como partir» decian:
La flecha de las anteriores representaciones quedé
suplida por el signo « =», que ya usaban con las otras
operaciones. Pero aungue los signos ya estdn conveni-
dos, la clave de las dificultades estd ahora en l@lectura
de las mismas, cuestion que provocd discusiones muy
interesantes.

St habiamos resuelto un problema en el que habia que
dividir, por ejemplo, un conjunto de 15 elementos en
3 subconjuntos, la expresion correspondiente realiza-
da por algunos 15/3 = 5 era rebatida por la mayoria
porgue segiin ellos, «15 dividido en 3 subconjuntos no
es 5 porque no puede sery, «porque es 5 + 5 + 5,
" «porque aunque hagas los montones tienes todavia 15
¥y no 5», elc. .

Puesto que nadie pudo explicar por qué el resultado
del problema lo escribid asi: «5» yo intenté explicarlo
pero al no parecer convincente mi explicacion estuvi-
mos un tiempo expresando los problemas con expre-
siones numéricas del tipo.

15/3=5+5+15.
Quiere esto decir en mi opinién:

a) Que la expresién 15: 3 = 5 es muy sintética y no
comprendida pues 5 se refiere realmente a «cinco ele-
mentos cada conjunto». Me parecid que la sintetiza-
cion la deberian ir construyendo ellos progresivamen-
te para lo que seria necesario hacer abstraccién del
material y hacer hincapié¢ en los aspectos grafzcos ¥y
lingtiisticos.
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b} Que la expresibn numérica es narrativa pues con-
densa simbdlicamente unas acciones real o mental-
mente efectuadas.

¢} Que la lectura de estas expresiones conlleva la re-
construccidn mental de las acciones hechas o imagina-
das. Por ello empezamos a utilizar el término de «his-
toria de dividir» junto con el de «problemas de divi-
dirn».

Una tarde, con sorpresa para ftodos, una de las alum-

. nas nos argumenté que escribiamos los problemas de

una manera rara. Su hermana, mayor que ella, le
habia dicho que habia que poner entre los niimeros
dos puntitos y no una raya, como haciamos nosoltros.

Varios corroboraron esa afirmacién porque habian
visto a sus hermanos. No hubo mds remedio que votar
el signo y quedd establecido el urniversal de los dos
puntos. El proceso de simbolizacion colective lo di-
mos por terminado.

A partir de aqui, el trabajo dejé de ser fundamental-
mente colectivo. Nos dedicamos al cdlculo y a genera-
lizar lo que habiamos aprendido, abandonando el ma-
terial definitivamente y utilizando fichas preparadas
por mi, en las cuales se alternaban ejercicios referen-
tes también a multiplicar.

Se adjuntan algunos tipos de efercicios:
— Completa el dibujo de este problema:

/
% K X
a) m
® RF .
A\
b) — Completa esta expresidn numérica:

12:2 = ...
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— Completa este problema:

c) Tenia 12 pesetas. Las reparti entre dos nifios...
— Completa estos dibujos: =
0 e
7 1
[ 1] [ ]
— A ver cdmo dibujas este prqblemq:
€} Tengo 20 Idpices. Los reparto por igual en 4 cajas.
Tendré..... en cada caja.
— Ahora yo dibujo un problema. Después ti lo
escribes con palabras:
f)
£ — Escribe con niimeros el problema anterior.
— Dibuja este problema:
) 30:5 =6
) — Inventa un problema para esta expresién y lo
i) escribes con palabras:

18:3 =6
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Si se observan cor atencion los modelos de ejercicios,
fno he transcrito los especificos de cdlculo) se puede
advertir que haciamos especial hincapié en las repre-
sentaciones grdficas y en las expresiones escritas (pa-
labras) de problemas.

La razén es para resaltar el término «cada». En las
expresiones «a cada uno», «en cada caja pongor,
«para cada uno», y similares estd la clave de la
equidistribucion y, lo mismo que sucedié en la ini-
clacion a la multiplicacidn, la deficiente comprensién
de ese término en los nifics de bajo desarrollo verbal
{cuatro de nuestra clase) es un obsticulo para la total
comprension de la operacién. Ese era el motivo, creo,
por el que se esforzaban en argumentar que «quince
dividido entre tres no era igual a cinco», sino igual a
cinco mds cinco, mdas cinco. Por eso, la expresion ver-
bal que hubimos de adopiar iba siempre acompafada
de «cadanr.

Por ejemplo, en 8: 2 = 4 no lefamos «ocho dividido
entre dos igual a cuairo» sino «ocho entre dos igual a
cuatro cada uno».

El relato anterior corresponde a una experiencia didactica
desarrollada en el aula de 21 alumnos de II.° curso. Ha
centrado el aprendizaje de la operacion en al simbolizacién de
la misma, proceso, como se ve, en el que confluyen todos los
fen6menos que se dan en el aprendizaje matemético.

El que la didactica se centrara en el proceso de simboliza-
cién se debe a:

— Creer que una operacién matematica es, en prmmplo va
nivel infantil, una accién.

— Que la matematica es, fundamentalmente, un lenguaje
creado a partir de acciones y que, una vez construido posee,
sus leyes propias.

* — Que el proceso de creacién de ese lenguaje es el motivo
central desde el que hay que abordar la iniciacion a las opera-
ciones.

Ese proceso debe desarrollarse sistematica y ordenadamente.
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0. PROFUNDIZACION

La operacién DIVISION, a nivel de iniciacion, parece ser asi-
milada con menor dificultad que la MULTIPLICACION.
Pero a medida que se va ampliando el marco de situaciones y
problemas, se complejiza de tal modo que MULTIPLICA-
CION y DIVISION, aun teniendo cada una su simbologia y .
verbalizacién propias, son indisociables. La comprension y
uso de una se apoya en la comprension de la otra y viceversa.
Es-importante tener esto en‘cuenta para el trabajo didactico.

En el discurso de este capitulo destacamos los aspectos que
se refieren a la DIVISION pero hay que verlos dentro de un
contexto mas amplio: operaciones multiplicativas. «

La asimilacién y avance en el aprendizaje de la DIVISION
descansa sobre una fase de iniciacion sélida, al modo en que
se ha relatado en la experiencia de II.° curso. Y ademas se
apoyaen: ..

— Avance paralelo en la capacidad de calculo y manejo del
sistema numérico. Es importante la memorizacién de las
tablas de multiplicar y la comprensién de 1os algoritmos.

— Reversibilidad de las operaciones de equidistribuci6n, pbr
lo que el tratamiento de la multiplicacién debe ser parale-
lo.

— Extension a otros campos: iniciacién a expresiones frac-
cionarias, magnitudes, etc.

El avance debe verse globalmente. De este modo la didicti-
ca de la operaci6n abarcara todos los aspectos. De lo contra-
rio, como es demasiado frecuente, el fracaso es ineludible.

De las experiencias recogidas hemos extraido un esquema
de trabajo que consideramos valido para la etapa-de aprendi-
zaje posterior a la INICIACION, que, generalmente, coinci-
de con el actual primer nivel de Ciclo Medio. El esquema se
refiere s6lo a la DIVISION y, para mayor claridad, separa-
mos los tres aspectos a trabajar sistemmaticamente. La
metodologia propuesta es la misma que en la etapa de ini-
ciacién,
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1) Manipulaciones -

A,— Con material discontinuo hacer subconjuntos equiva-
lentes. Las consignas sen de creciente complejidad.

B.— 'Repl_'esentacién grafica de cada manipulacién o proBIe-
ma. Creacidn colectiva o recreacién de los signos apro-
piados.

C.— Juegos de reversibilidad. Por ejemplo, «el adivino».

Cada nifio tiene un ¢conjunto (material discreto) y lo divide
a discrecion pero sin comunicar a nadie su operacién.

A continuacién todos corren un puesto, cambian de mesa.
A la mesa que llegan se encuentran ya una particién hecha.
Su mision es averiguar el conjunto inicial y el operador que -
usé el nifio que antes estaba en la mesa. Después rehace
nuevamente el montdn anterior y efectia otra particion, y asi
sucesivamente rotando.

D.— Trabajo individual previamente preparado relativo alo
tratado colectivamente.

2) Grafismos y verbalizaciones

A.— Analizar las tres partes de cada problema, situacién o
accion. Representacwnes similares a las vistas en el ni-
vel de iniciacion.

B.— Sustituciones de una o dos partes del problema por
otras, a modo de juego.

Por ejemplo: (si se decide que permanezca el mismo resul-
tado). «Habia 8 palomas. Las cogimos y las metimos en dos
jaulas. En cada jaula habra....... »

En este problema, cuya expresion es 8:2 = 4, sustituiran
dos partes:

— Habia 8 Yapices; se 1os repartieron dos nifios. Cada nifio
toca a 4 lapices. La expresién numérica sigue siendo la misma
8:2 = 4, pero los dos problemas son diferentes.
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3) Aspecto aritmético.

A).- Introduccién del concepto de operador, que no es otra
cosa que la accién, pero simbolizada (obsérvese como en los
tipos de ejercicios de la parte de INICIACION el operador es-
td en un hexdgono para diferenciarlo). Al analizar las tres
partes de un problema (de las que siempre se conocen dos) se
vera que siempre hay una situacion inicial, algo que pasa (ac-
cion) y resultado.

A nivel numérico es0 ya no es exactamente asi, sino que
hay, simbolizades, un conjunto inicial, un operador, un con-
junto final.

Es recomendable, aunque mas abstracta, la terminologia:
estado 1 --—-—- operador ————— estado 2

B.- Invencién de problemas directos y juegos sencx].los

C.— Problemas sobre operadores inversos a los multiplicati-
vOs. ' . ' '

Es conveniente que para la resolucién no se apoyen en ma-
terial sino en el conocimiento de las tablas de multiplicar. Por
ello los operadores deben ser de una cifra, el estado inicial un
mimero inferior a 100 y divisible por el operador para evitar
de principio complicaciones adicionales.

D.— Resolucién de expresiones numéricas en las que falte
uno de los términos, del tipo:

12:... =4

E.— Invencion de problemas diversos.

Las etapas de asimilacion de la operacién no se cérrespon-
den cronolégicamente con el orden en que se han expuesto los
tres aspectos anteriores. Cierto es que a una fase manipulati-
va le sigue otra grafica (lingiiistica). Y que finaliza el proceso
cuando todo lo anterior queda aritmetizado. Pero la cons-
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truccién es simultdnea y global: hay que barajar los tres as-
pectos aunque hay cierto orden de sencillez a complejidad en
ello. La especificidad de cada situacion y grupo de nifios nos
indica en todo momento en qué aspectos incidir y cuando.

Proponemos tratar aspectos de manipulacién, simboliza-
cidn y aritmetizacion lenta y concienzudamente y no pasar a
etapas superiores pero si ir simultaneando lo anterior con la

. gjercitacion individual en la mecanica calculatorla y en la re-
solucion de problemas.

Conviene destacar un factor del que hasta ahora no hemos
hablado: la importancia del texto escrito en el aprendizaje
matematico. El uso del lenguaje escrito del tipo del usado en
los libros de texto escolares es criticado y criticable por
muchag razones, en las cuales no nos vamos a detener. Pero
s obvio que el texto escrito es til para muchos alumnos si es
significativo para ellos, esto es, si conecta tanto con los con-
ceptos y esquemas que ya poseen Como Son sus gustos e inte-
reses. .

Hay aulas en las que a posteriori de una experiencia o suce-
so significativo (cumpleafios, formacién de grupos, etc), el
maestrg elabora cuadernillos en los que problematiza, por
escrito, esas situaciones u otras similares. Vamos a ver dos de
los cuadernillos utilizados en un aula de tercer curso. Los
cuadernillos estdn confeccionados en tamafio cuartilla por lo

" que transcribiremos situando dos de sus paginas en una de las
nuestras y las numeraremos para evitar confusiones al lector.

El primero de ¢llos se refiere a la idea de operacion inversa
y el segundo a la prueba de Ia divisién. Podra comprobarse
¢dmo su contenido, redaecién e intencionalidad didactica di- .
fiere totalmente de un libro de texto habitual.
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1

1) Tienes 5 cajas. En cada caja hay 6 botones (Cuan-
tos botones tienes en total?.

¢ Queé operacion has hecho para resolver el problema? Segura-
mente habras escrito 3 x 6 = 30. Esta bien, pero ahora fijate
en el sigujente problema:

£

2) Tienes 30 botones. Los repartes en 5 caJas ¢ Cuén-
tos metes en cada caja?.

¢Qué operacion has hecho?
:¢Es la contraria a la del primer problema?.

En el primer proBlema multiplicaste:

5x 6 = 30 botones
En el segundo dividiste:

30 : 5 = 6 botones en cada caja.’
g,Es dividir lo contrario que multiplicar?
Fijate:

X6 5

5————— 30; I———— 6

Se dice que dividir es la operacion inversa de multiplicar.

;Lo vas entendiendo?
Si‘no lo comprendes bien vuelve a leer lo anterior.
Si crees que vas entendiendo sigue adelante.

‘3) ‘Tienes 4 cajas de rotus. En cada ca]a hay 6 rotus.
¢ Cuamtos rotus tienes en total?.

A ver si eres capaz de hacer el problema inverso y escnblrlo
con nimeros. :
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4

| Tienes un namero cualquiera, por ejemplo, el 4. Le aplicas el
operador «multiplicar por 5» y obtienes otro ndmero que sera
el 20. . .

Eso se escribe asi:
est. 1 op. est. 2
4 x5 = 20

Puedes hacer la operacidon inversa; o sea, a 20 le aplicas el.
operador invérso «dividir entre 5» y vuelves a llegar al 4.

est op. est

20 5 =4

También puedes escribir asi: .
x5
4 20
5

A ver si eres capaz de resolver los siguientes problemas.
Escribe lo que falta. :

.i,Son dificiles?.
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6
Estos son un poco méas dificiles.
x8 x7 x6
..... leenen 21 ..... - 18
etana [ x9
8 327 56| ... 81
= ;

La operacién in_versa de multiplicar €5 ......cc.ouuen.n.
La operacitn inversa de dividir es ...............
Divide 100 entre 10

:Queé haces para volver a tener cien si tienes 107

I
Este librito es para aprender bien a hacer la prueba de las di-
visiones.
Haz estas divisiones:
30: 3
30: 4
— ¢Te sobra algo en la primera d1v151on‘?
Por eso se llama ............

— ¢Te sobra algo en la segunda"
Por eso se llama e
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Como hacer la prueba de las divisiones inexactas?.

Tt sélo lo puedes descubrir.
Haz esta divisién:
28:3

Ahora t11 solo intenta hacer la prueba, pero explicandolo con
nameros.

Irene propone hacer la prueba asi: _
28:3 = ysobral porque9 + 9 + 9 = 27
y luego le sumo 1 que meé sobrara; asi: 27 + 1 = 28
;Has entendido?

Irene sigue explicando: «y puedo escribir asi: 2813 = 9 v
sobra 1 porque (9 + 9 + 9) + 1 = 28».

Si has comprendido vy éstas de acuerdo hai esta divisién y su
prueba: 16: 3

Pero Alicia hace la prueba asi:

«28 :3 = 9ysobral pbrque 39 = 27
y luego le sumo 1 que me sobraba.

Ademas puedo escribir 28 : 3 = 9y
sobra 1 porque 3x 9) + 1 = 28»,

(Has comprendido?

Haz esta divisidbn: 16 : 3 y haces la prueba como Alicia.
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Resuelve estas divisiones y comprueba cada una de ellas:

27:4 85:8 1,55:6

Intenta hacer las pruebas de las dos maneras.

6

Haz estas cuentas con sus pruebas: A la derecha escribes E si
la divisién es exacta 6 L:si es inexacta.

49 : 7
53:6
154 ;3

Si contestas bien a las preguntas eés que ya sabes dividir.

«Txuixi ha traido una bolsa de 97 caramelos y los ha repar-
tido por igual entre las 9 chicas de la clase. Luego, los que le
sobraron los reparti6 entre Julen y Manolo. Después, Txutxi
se comié lo que volvid a sobrar.

— ;Cudntos caramelos correspondieron a Sonia?
— ;Cuantos se comid Julen?
— ;Cuantos se comid Txutxi?
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II.- LOS ALGORITMOS

Normalmente los algoritmos surgen en el aula como una
necesidad. Si la organizacion y la dinamica son abiertas apa-
recen situaciones cuya solucion precisa la utilizacion de algo-
Titmos, pues el calculo mental de los alumnos se muestra i Inca-
paz para solventarlas.

El momento de su tratamiento sisteméatico no puede prede-
cirse ni programarse; es la evolucién del aprendizaje del gru-
po quien lo determina.

De cualquier manera, la didactica que proponemos, al fa-
vorecer la investigacion personal, no contrifie la resolucién de
situaciones a una unica forma valida sino gue posibilita dife-
rentes vias. '

La narracion que adjuntamos de un maesiro del II1.° curso
es ilustrativa:

«En marzo, a proposito de un cumplearios, el maestro
de al lado nos trajo dos barras de turrén. Como to-
dos querian comer del turrén, teniamos el problema
de cémo repartir las barras equitativamente. La si-
tuacion era aprovechable y propuse lo siguiente:

«Nos vamos a dividir en dos grupos: el de lgs chicas y

el de los chicos. {Las chicas eran 8 y los chicos 10).

Cada grupo va a-buscar una o varias formas de repar-
- tir bien el turrén. El grupo que no encuentre alguna

forma de repartirlo bien se queda sin turrén, a no ser
" que el grupo ganador le quiera dar».

Los chicos fueron los primeros en querer exponer co-
mo repartirian el turrén. Y lo hicieron sobre la pi-
zarra.

Transcribo las formas de repartir mds apoyadas.

F.: «Cogemos unag barra, la partimos en 10 partes y
luego la otra en otras 10 iguales y cada uno cogemos 2
trocitos».
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-J. A.: «Como somos 10 chicos, pues coges una barra
y las repartes entre 5 chicos y luego la otra, la repartes
entre los otros 5».

‘Parecié evidente que todos comerian la misma canti-
- dad de turrén. Donde residian las dificultades erg en
la explicacién simbolizada, dificultades que algunos.
intentaron solventar apoydndose en dibujos y flechas.

Las chicas, en su reparto, ofrecieron propuestas simi-
lares pero encontraban también mucha dificultad en
la explicacién simbolizada de sus propuestas, si bien
estaban convencidas de sus propuestas, si bien esta-
ban convencidas de que si el reparto se haciabien, de
~ cualguiera de las formas propuestas comerian todas
igual cantidad.

.
.. Fue una experiencia valiosa que domostro:

o

A ] -
— que no hay una unica manera de repartir,

— gue aunque repartes de varias formas, tocas a ’
la misma parte de turrén,

— que todas las maneras propuestas se pueden
explicar con palabras y con ntimeros.

Para que se fueran habituando a apoyarse en oiras
grafias, no sélo las conocidas, al resolver y expresar
problemas nuevos, les preparé fichas con situaciones
parecidas a la anterior siguiendo el modelo de las
LIBRETAS PROGRAMADAS editadas por el
M.C.E.P.

Con una segunda experiencia intentaba ponerios en
una situacion que les mostrara la necesidad de algin
«trucon», algunas técnicas operatoria para dividir ni-
meros «grandes».

Grupos de a cuatro. Cada grupo debe repartirse las
piezas de una caja de Blogques Légicos, 0 sea, debian
repartir 48 piezas entre 4. Después cada grupo
exponia cémo habia hecho el reparto. No era vdlido
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repartirse las piezas segin el color "o la forma
{conocian los blogues de antemano) sino «pensando
sélo en el niimero de piezas».

Los tanteos fueron muy diversos y las formas de re-
partir también, Sin embargo, todas tenian como de-
nominador comun dos caracteristicas:

a) Repartir paso a paso, tanteando. Unos optaban por
coger de primera vez muchas piezas, corrigiendo
cuando veian que faltaban piezas para todos. Otros
hacfan a la inversa: iban cogiendo de cada vez para
cada uno subconjuntos de pocas piezas hasta repartir
el montdn total.

b} Recontaban y sumaban para comprobar si habian
hecho bien, después de repartir aproximativamente
mediante cdlculos, «con la cabeza». En adelante
utilizariamos este segundo método para adentrarnos
en divisiones mds complicadas, y proseguimos:

«gSerfamos capaces de repartir ahora las piezas de la
caja pero sin tocarlas y sin verlas?» Les proponia con
ello hacer lo mismo que antes pero forzdndolos a utili-
zar anotaciones.

Efectivamente, resolvian el problema mediante cdlcu-
lo mental, partiendo y recomponiendo el total de la
cantidad inicial, en muchos casos con acierto, pero no
les fue posible escribir lo que hacian mentalmente, a
pesar del tiempo que le dedicamos a ello.

Propuse entonces trabajar con los BLOQUES ARIT-
METICOS MULTIBASE.

Es" ésta la tercera de las tres experiencias que men-
ciond y que resulté clave para poder dividir con ni-
meros de cierta dificultad.

Cada grupo cogia una caja de material de la base que
quisiera, entresacaba unas cuantas piezas, la cantidad
de piezas sacada debian repartirias entre los miembros
del grupo. '
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Pero ;como dividir una placa entre 4, o entre 3, 0...?,

&y un blogue?, ;v un blogue, una placa y dos barras,
por ejemplo?,...

; Habig que cambiar por piezas que, juntas, tuvieran
un valor equivalente! Ese fue el descubrimiento capi-
tal que, después de muchos tanteos hicieron algunos y.
comunicaron luego a los demds.

En una fase posterior debian repartir las cantidades
que yo indicaba y en su cugderno escribir como
habian efectuado el reparto.

Fue ésta una experiencia que llevo tiempo pero mere-
cid la pena pues descubrieron: :

— Que las piezas tienen que estar ordenadas de mayor a
menor, como «cuando escribimos nimeros», y con-
viene empezar a dzvzdzr por la mayor, o sea, por lg iz-

- gquierda.

— Que las piezas que te sobran de un nivel las tienes que
pasar al nivel siguiente, pero partidas, y sumarlas con
las de ese nivel.

— Que al dividir con mimeros exclusivamente, sin
Ppiezas, hay que hacer lo mismo.

— Que al terminar no te pueden sobrar mds unidades o
igual que el mimero por el que estds dividiendo por-
que entonces hay que repartirlas.

Estos son los descubrimientos, a mi entender, gue po-
sibilitaron encontrar la técnica para operar con niime-
ros cualeSquiera».

La técnica operatoria aprendida en el aula citada ha sido
practicada en oiras y tepemos constancia de su validez. En re-
alidad, como sucede en la suma © en la resta, consiste en
trasladar al nivel numérico lo que manualmente se hace con el

" material estructurado. Requiere, eso si, un conocimiento pre-
vio del material y una concepcion diferente del algoritmo.

En otras aulas se ha utilizado otro material similar al de
Dienes elaborado con palillos de polo. En este material Ia uni-
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dad viene representada por la décima parte del palillo, la de-
cena por el palillo, la centena por 10 palillos pegados sobre un
trozo de cartulina', etc.

Veamos como se efectuan las cuentas segun esta didactica:
Sea por ejemplo, 48 : 2
No es necesaric escribir 48 | 2

A nivel de iniciacion, el nifio coloca primeramente el mate-
rial correspondiente sobre la mesa y lo reparte:

Seria:

LI [
EIDD‘ []

[

que quedaria asi:
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Después efectia con nimeros
48:2 = 24

Verbalizando: «4 decenas entre 2 uhidades, a dos decenas,
y 8 unidades entre 2 a cuatro unidades».

Sea ahora el ntmero 118 : 3

Colocari el material y lo repartira. Forzosamente la cente-
na ha de descomponerla en sus diez decenas, que unidasa la -
otra decena son 11 decenas. Ahora ya puede repartirlas, cosa
que antes no podia hacer; las reparte pero le sobran dos dece-
nas que descompondri en unidades, 20, que junto con las 8
existentes son 28, que las dividira entre tres, sobrandole una
unidad que ya no puede repartir.

A nivel numérico seguira el mismo proceso para 1o cual le
recomendamos que se apoye con senahzacmnes al mismo
tiempo. que va verbahzando

118 -3 queda.na asi:

F- \ a'-‘-—’ -\I

AR s= 3T
) S
: h_,/n h‘T

&

Compérese esta técnica de dividir con la tradicional, verba-
lizaciones incluidas, y podra apreciarse, ademaés de las evi-
dentes diferencias, que ambas son producto de dos concep-

_ciones ‘de la didactica matematica no ya distintas sino
diametralmente opuestas.

. Elaprendizaje de las técnicas operatorias en la perspectiva
. que defendemos, cuyo objetivo primordial es el dominio del
sistema numeérico de base 10, forma un todo coherente hasta
el final del Ciclo Medio. En los otros capitulos puede verse
que la suma vy la multiplicacién se efectian recomponiendo;
la resta y la division (divisor de una cifra), por descomposi-
cién, ‘
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Es conveniente recordar que a lo largo del Ciclo Medio se
extiende el aprendizaje del sistema métrico decimal (medidas
de longitud, masa y capacidad principalmente). Su compren-
sién descansa en el conocimiento del sistema numérico de 1a
misma base, base diez, v, reciprocamente, los trabajos escola-
res con magnitudes son una fuente inagotable de experiencias
fisicas para la asimilacién del sistema. El dominio de los me-
canismos del sistema (valor de posicién, crecimiento multipli-
cativo, etc), favorecen el desarrollo operatorio y capacitan
para aprendizajes ulteriores.

La didactica de las operaciones que se fundamenta en tru-
cos mnemotécnicos, como es la habitual, bloquea el progreso
en ¢l aprendizaje matematico.

La adquisicion de las mecanicas calculatorias, cotmno tantos
otros capitulos de la matematica, no puede ser un fin en si -
mismo, por muy importante que sea. Hemos de tener un hori-
zonte méas Amplio y tomar este capitulo u otros como motivos
para el desarrollo de la creatividad, de la divergencia y de la
originalidad, de la capacidad de leer e interpretar correcta-
mente una escritura matematica y de crear otra personal. Este
es el sentido que tiene la elaboracién de cuadernillos cotmo los
mostrados en el parrafo anterior. Aqui vamos a ver dos naci-
dos de dos experiencias: una de diferentes propuestas de re-
partir y otra de «El mago y el gato», una obrita de teatro cre-
ada y representada por la misma clase.

1

K

Tenemos 96 cromos de aves v se los quieren repartir los que
investigan aves que son 3: Ifiaki, Zugaitz v Jose Angel.
Ifaki dice:

«Vamos cogiendo por orden. Yo cojo 3, luego Zugaitz
coge 3 y después José coge 3 y otra vez empezamos. Yo cojo
otros 3, Zugaitz otros 3, José otros 3. Seguimos cogiendo
hasta acabar el conjunto de 96 cromos».

iCrees que la manera que propone Ifiaki es una buena ma-
nera?.
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| 2

Zugaitz opina que tardaridn mucho tiempo y prOpOne hacerlo
de otro modo:

«Como 96 es 90 + 6, pues primero dividimos 90 entre
los 3 y luego hacemos lo mismo con 6. )

90:3 =30

-y ™ 30 + 2 = 32 cromos a cazla uno.
_ 5 :

6:3 =2

Tiiaki — =32

Zugaitz -—— 32 ;

Jose™ ---—- - 32

Total 96

ER

;Ciial de las dos maneras te parece mejor la de Zugaitz o la
de Iiaki?.

A ‘ver cdmo repartes td 63 botones en 3 cajas. Explicalo
| ayudantote con flechas o lo que quieras.

4

Pero José no estaba de acuerdo con Ifiaki ni con Zugaitz y di-
ce:

«Yo propongo hacerlo de una manera mas corta. Como
96 es 8 decenas + 6 unidades hago asi:

9dec.:3 =13 dec.\
y 32

6u.:3=2u —
Y asi 96 = 32 para cada uno,

3E) ---.o

:Te parece bien esta manera?
(Por qué?

1
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;Has entendido la manera de dividir que propone Jose?

Para comprobar ti mismo si lo has comprendido divide como Jo-
se 93 en 3 partes.

Haz de la manera que prefieras las siguientes cuentas:

84:2 66:3 84 :4

LLos encargados de la cooperatwa han ido a comprar 3 tijeras
para el taller.

Han gastado 396 ptas.

;Sabrias averiguar lo que costd cada tijera?.
Inténtalo.
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: 2
Ellos han pensado asi:

396 es 3 cent + 9 dec. + 6 unidades. Dividiremos
poCo a poco.

3 cent: 3 = 1 cerit.
9dec:3 = 3 dec. 132

6u:3d =20, —mm i

Después ordenamos lc;s numeros asi: 132
Asi 396 : 3 = 132 pias cada tijera.
N S )

iHabias hecho ti asi el problema?
Si lo tienes mal vuelve a hacerlo.

. A\ -
A ver si erés capaz de hacer estas cuentas: ‘ \_9_

848 : 4 639 :3

Esta es la fuente de Arrafio

Igor ha contado los anfibios que viven en ella: Tritones, re-
nacuajos, salamandrejas etc...

En la parte de la izquierda dice que hay 75, y en la de la de-
recha 11, '




244 Otfras Mutemdticas, otra escuela.

2 -

.Pero Igor quiere que en cada parte haya la misma cantidad
de anfibios.

;Qué crees que tendra que hacer Igor?.
Explicalo paso a paso.

3

| Estaba pensando Igor eR c6mo repartir los anfibios cuando,
mesperadamente, aparecidé el mago con su gato.

No te preocupes, muchacho, -dijo el mago- Mira como
lo hago yo:

Primero 75 + 11 = 86; después 86 : 2

Pero, ;cdmo haré 82 : 27

Pues como 86 = 8 decenas + 6 u. hago asi:

8dec:2 = 4 dec.
6u:2=}lu.—->__.__jfff__-’i-’3u.=43
yasi86:2 = 43 T :

L .. 4
— QGracias, mago -dijo Igor-.

— No, no me des las gracias. Te someteré a tres pruebas. Si
las superas podras venirte con nosotros a recorrer mundo.

PRUEBA'N.° 1 -
Divide, paso a paso, 97 en tres partes.
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5

El gato quiso ayudar a [gor pero el mago se lo impidié dicién-
dole: '

— No, no le ayudes. Los resultados los
encontrari en la pagina 7.

PRUEBA N.° _ ®

Ahora partirds en 3 montones las monedas de esta bolsa.
En Ja bolsa hay 999 monedas.

PRUEBA N.° 3

Tienes treg vas1J as llenas de vino. En una hay 46 litros, en otra

2 yen la tercera 23. Todo ese vino tienes que repartirlo por
igual en 2 toneles.

Si te sobra algo, para ti.

] . 7
PRUEBAN.? 1 PRUEBA N.° 2
97 = 9.dec + 7T u.,

999 = 9cent + 9dec + 9.

9dec:3=3de|> 9:3 = 3c

: # 9d:3 =3d

|7u:3=2uysobra1lJ‘ 9u:3 =3u._ 3¢+ 3d+ 3u =133
¥

3d +2u = 32 999:3 = 333

97:3 = 32ysobral

PRUEBA N.° 3

46 + 10 + 23 = 89 litros; Como 89 = 8d + %u
dividido 8d : 2 = 4d -——4d + 4u = 44 y sobra 1 litro
9u :2 = 4uy sobra 1

89 :2 = 44 y sobra 1 litro
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El mago preguntd a Igor:

— (Has superado las pruebas, muchacho? - Y ademas
dijo: Todo aquel que quiera venir con nesotros tendra que

hacer las cuentas siguientes:

27:2 45:4 89:8

963:3

Y después dibujarnos. Para eso les dejamos las hojas si-

guientes.

9
10
11
RESULTADOS 12
27:2 = 13 y sobra 1
45 :4 = 11 y sobra 1
§9:8 = 11 ysobral
963 : 3 = 321

«Si has hecho bien las cuentas puedes marchar con ellos a

recorrer mundo.
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‘ IV.- DOS TIPOS DE DIVISION

En los capitulos de la resta y la muliiplicacién hemos visto
que existen situaciones muy diversas pero que, a pesar de ello,
se formulan con la misma expresién numeérica y se resuelven
con €l mismo algoritmo. De ahi que analizaramos los distin-
tos tipos de resta y las diferentes situaciones de multiplica-
cion. Sabemos que en ello reside una de las mayores dificulta-
des en el aprendizaje de las operaciones.

Vamos a hacer 10 mismo con la divisién.
Agruparemos las distintas situaciones o problemas en dos
grupos: '

a) Problemas de reparticién y/o de particion.
b) Problemas de agrupamiéntos.

Tomemos um gjemplo: «Juan tiene 20 caramelos y los re-
parte entre sus cuatro amigos». La 1ncégn1ta sera hallar cuan-
tos da a cada amigo. .

Si el problema lo analizamos a nivel grafico veremos que
puede tener esta representacién:

Si efectuamos el reparto normalmente observaremos gue
disponemos de un conjunto inicial de 20 elementos y hacemos
4 subconjuntos que tendran 5 elementos cada uno.
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Y si expresamos el problema a nivel aritmético tendremos
esta expresion:

20:4 =

Donde vemos que el dmdendo 20, es €l conjunto total de
elementos; el divisor, 4, se refiere al niimero de subcon_]_untos
v.el cociente, 5, se refiere a los elementos de cada conjunto.

Veamos ahora este otro problema:

«Juan tiene 20 caramelos. Hace montones de a cuatro cara-
melos cada montén». La incégnita en este caso es hallar el
naumero de mortones que tendra Juan. Su representac16n gra-
fica puede sera asi:

Si resolvernos manualmente el problema tendremos inicial-
mente un conjunto de 20 elementos que los agruparemos en
subconjuntos de 4 elementos obteniendo 5 subconjuntos.

A mvel aritmético, su”expresion es, sorprendentemente
idéntica a la del ejemplo anterior:

20:4=275

en donde el dividendo, 20, es el conjunto total de elementos.
Pero ahora el divisor, 4, se refiere a los elementos de cada
conjunto y el cociente, 5, indica los conjuntos que obtendre-
mos.

Vemos, de este modo, que los dos problemas son muy dis-
tintos ¥ a pesar de eso tienen la misma escritura antmetlca.
En resumen nos encontramos con dos tipos de divisién:
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DIVISION A
Cardinal total | |, SHdmAldEl | | Cargina ge
elementos . cggilq?sntose cada. conjunto
Ejemplos: 5

1. Tengo 15 caramelos y los reparto entre 3 amigos jcuan-
tos doy a cada amigo?.

2, Las 12 flores que tenia las reparti por igual entre 4 flore-
ros. ;Cuantas flores meti en cada florero?.

3. Una cuerda que mide 40 cm., la parto en 4 trozos iguales
{Cuénto mide cada trozo?.

4.'En clase somos 24. Formemos 6 equipos.

DIVISION B.
. Cardinal Cardinal del
Cardinal total de cada = conjunto de
de elementos - subconjunto conjuntos

Ejemplos:

1. Tengo 15 caramelos. Si doy 3 a cada amigo, ;para cuan-
tos amigos habri caramelos?.

2. Tenia 12 flores y las agrupé de tres en tres, ;jcuantos gru-
pitos obtuve?.

3. Una cuerda mide 40 cm. si la corto en trozos de 4 cm.
cada uno, ;cudntos trozos obtendré?,

4, En clase somos 24 personas. Si formamos equipos de seis
miembros, ;cuantios equipos haremos?.

Es curioso que los adultos habituahnente;no hagamos dis-
tincién entre un tipo de divisién y otro; dada una situacién la
resolveremos aplicando el esquema operatorio aritmético.
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Sin embargo para los nifios resultan ser problemas total-
mente distintos, en principio, y que requieren distinto modo
de resolucion.

Se debe, creemos, a que aun no han generalizado el es-
quema operatorio de la divisién convirtiéndolo en valido para
los dos modelos de problema.

Permanecen al nivel de lo real y lo concreto.

Los dos tipos de division llegan a confluir en el tinico tipo
existente, la divisiébn aritmética, al final de un proceso de
abstraccién que comienza en la toma de conciencia de las ac-
clones que efectuamos al resolver un problema y termina en
la utilizacién del lenguaje numérico como herramienta para
resolver cualquier situacion,

¢ Cual es el camino que conduce a los alumnos de un extre-
mo a otro?. Trataremos de indicarlo.

Es habitual comenzar por la divisién de tipo A (particién
y/0 reparticion) por la sencilla razén de que se basa en ac-
ciones que los nifios ejecutan con mas frecuencia y de las
cuales ya hemos hablado. Con este tipo de problemas se cons-
truye el lenguaje simbolico de la operacién y se ejercitan los
alumnos en los primeros caiculos. Pasada esta etapa conviene
ampliar el campo de estudio a situaciones o problemas del ti-
po B, bien porque surgen en el aula, bien porque son introdu-
cidas por el maestro. Con este tipo de division seguiremos el
mismo proceso que con el anterior (ver paginas anteriores).

Los alumnos llegan a la conclusion de qué necesariamente
se ha de utilizar el mismo esquema operatorio en este segundo
tipo'de problemas que en el primero. En otras palabras, que
dividir es partir algo en partes iguales, repartir un todo y tam-
bién hacer subconjuntos equivalentes (partir, repartir, hacer
agrupamientos).

Podemos comenzar por situaciones reales que provoquen
conflicto. Por ejemplo, hacer equipos:

«En clase hay 30 alumnos. Hacer seis grupos». Y seguida-
mente: «Sormos 30, hagamos equipos de a seis nifios cada
equipo». '



Divisién 251

Con material diverso podremos igualmente realizar sen-
cillos problemas que faciliten la comprensién de ambos tipos
de divisi6én. El factor fundamental es lingiiistico, verbal. Por
eso habra que poner énfasis en la expresion. Es conveniente
retornar a la linea de trabajo expuesta en los anteriores
capitulos consistente en:

1. Inventar problemas, «historias».

2. Dada una expresién numérica, inventar para ella un
problema de un tipo y otro de otro.

Asi si tenemos la expresion:
30:5=6
Caben historias tan dispares como:

«Tenia 30 pesetas: hago montones de a cinco pesetas y me
salen 6 montones, 6 duros».

3. Resolver ecuaciones.sencillas en las que falte un término
verbalizando el nifio qué hace para hallar el término que le fal-
ta. Partiremos de aquellas en las que para hallar la incdgnita se
apoyan en la tabla de multiplicar:

42:Z =7
Z:8=4

para llegar a otras en las que necesitan apoyarse en una con-
vencidén, un «trucox»: :

65: Z
Z:10

11
12

Veamos esto ltimo con detenimiento. Si el esquema tri-
partito de todo problema ha sido intericrizado se sabe que el
primer nimero, dividendo es el cardinal total de elementos,
«el mimero grande». El segundo, divisor, es el operador. En-
tonces para hallar Z en Z ; 10 = 12, daigual el tipo de division
que sea, es decir, da lo mismo que el operador 10 se refiera a
numero de conjuntos o namero de elementos de cada con-
junto puesto que 10 conjuntos de a 12 elementos cada uno
nos da el mismo nmero que 12 conjuntos de a 10 elementos
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cada uno. Trascendemos ya el nivel de lo concretoy nos apo-
yamos en la conmutatividad como propiedad aritmética.

para hallar Z en
65:Z =11

tenemos dos caminos:

a) Uno, que es al que los nifios tienden inicialmente, consis-
tente en multiplicar 11 por 3, por 4, por 5 y asi sucesiva-
mente hasta alcanzar el niamero 65.

b) Otro, que podemos hacer que lo descubran mediante ma-
nipulaciones de material y que consiste en dividir 65 por
11, sabiendo que nos da igual que 11 se refiera a los ele-
mentos de cada conjunto como que se refiera a los con-
juntos resultantes. :

Hay que convencerse de que la mera resolucion de tiras
de ejercicios de ecuaciones no conduce a nada si no hay
una comprensidn‘de los mismos. No facilita el proceso de
abstraccion. Por el contrario, trabajar 10s tres puntos cita-

_dos en el sentido que proponemos va posibilitando que ca-

~da alumno, en la medida de sus posibilidades, construya
paulatinamente su propio esquema operatorio a partir de
lo concreto. :

V.- CAMBIOS EN LOS ALGORITMOS

En el capitulo de la SUMA hablamos de la importancia que
tiene la-comprension del sistema de numeracion. En el de la RES-
TA incidimos en lo mismo proponiendo el modelo de sustracién
por descomposicidn del sistema. En el de la MULTIPLICACION
adjuntamos la experiencia «el truco de los nimeros» para desta-
car que es fundamental el conocimiento del sistema. En los pri-
IMEros cursos, pues, los algoritmos han de asentarse sobre bases
firmes dando una importancia secundaria a la velocidad en la gje-
cutoria de cuentas,

Consecuentemente nos encontramos con que a finales del
Ciclo Medio los alumnos tienen un perfecto conocimiento‘del sis-
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tema. Entonces podremos recurrir a técnicas 6 modelos de reso-
lucién que agilicen la ejecutoria de cuentas.

Todas las técnicas operatorias 0 «trucos» se basan en las pro-
piedades de las operaciones, cosa que en este nivel es ya ase-
quible a los nifios.

A propésito de la division por mas dé una cifra conviene cam-
biar la técnica de restar, sustituyendo la que hasta aqui han veni-
do usando por la tradicional. Las experiencias que se l#an hecho al
respecto han mostrado que el cambio es rapido y no supone nin-
guna dificultad a los alumnos. Conseguido el cambio en la
resta podremos aplicarlo a las cuentas de dividir por dos o
tres cifras puesto que efectuar estas divisiones con la misma
técnica que las divisiones por una (descrita en pAgittas ante-
riores) es demasiado embrollado, largo y dificultoso. Sobra
decir que el cambio no puede ser gratuito. Conviene que esta
nueva manera de operar sea comprendida - que no simple-
mente memorizada - para lo que son suficientes unas pocas
sesiones.

Por otro lado nos encontramos con el hecho de que el estudio
de las operaciones se desprenden ciertos «trucosy que los alum-
nos pueden descubrir y que ademas les resulta placentero. Son
«trucos» tradicionales como, por ejemplo los siguientes:

a) Para multiplicar un niimero cualquiera por otro que sea 10,
100, 1000 etc., basta con afiadir al primero tantos ceros como
tenga el segundo.

b) Las siguientes multiplicaciones también tienen su «Iruco»:

2435 20 56 784
x 2001 x 30 x 400 x 11

¢} Igual sucede con estas divisiones:
80:4; 420:60; 120:10

Insistimos en que los «trucosy» aparecen al final del proceso co-
mo consecuencia del conocimiento de la operatoria y por la nece-
sidad de abreviar la cuenta. A veces hacemos un flaco servicio a
los alumnos adelantandonos nosotros a los hechos.
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Tres son las formas mas frecuentes de introduccion de los nd-
meros con coma hacia el final del Ciclo Medio.

a) Como expresion de magnitudes. Las expenenc1as realiza-
das, por ejemplo, con medidas de longitud son aprovecha-
das para introducir notaciones como 3,5 m. 1,25 m. etc.
En casos como éstos, la coma separa a la unidad de medi-
da de su submu1t1plos ¥y se procura que los alumnos guar-
den siempre la equivalencia entre expresién 1. 25m.yla
expresidon 1 m. , 2 dm. 5 cm.

b) Fracciones v decimales. Desde este enfoque se aprecia la’

notacion decimal como otra forma de expresar ciertas

fracciones. Inversamente una expresion decimal puede

expresarse mediante una fraccién.

Esta forma de introducir nimeros con coma parece ser :

mas artificiosa a juicio de los alumnos y ofrece dificulta-
des.

¢) Los niimeros con coma son introducidos por necesidad en
problemas de reparto, es decir, aquellas situaciones que
se resuelven mediante division no exacta cuyo resto hay
que repartir. )

Por ejemplo si tratamos de repartir 7 pasteles entre 5 per-
sonas. Corresponde un pastel a cada persona pero ade-
.mas sobran dos pasteles que habra que repartir necesa-
riamente también entre ¢inco personas.

Esas tres formas son caminos diferentes de adentrarse en
el campo de los niimeros con coma. En realidad la compren-
sién y uso real de dicho tipo de niimeros necesita de los tres
enfoques pues, ciertamente, se usan en situaciones métricas,
fraccionarias y de reparto.
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No parece eficaz el aprendizaje de nimeros con coma tra-
tando simultaneamente los tres enfoques. Si bien los tres son
necesarios, como la didactica de dichos niimeros necesita un
tratamiento especifico y sistemdtico, hay que optar por uno
de ellos. La eleccién estd condicionada por la dindmica que
se viva en el aula, nivel de los alumnos y conocimientos ante-
riores que posean.

La experiencia que s¢ describe a continuacién ha sido reali-
zada con una clase de 29 alumnos de los V.° y VI.° juntos.
Posteriormente fue aplicada a otros grupos de 18 alumnos de
VIL.1y VIII.° que no sabian operar con decimales.

En clase (cursos V y VI) levamos tres meses de-
dicados fundamentalmente a DIVIDIR etc.

Ha llegado el momento de ampliar el campo de
las operaciones que normalmente realizamos.
Por lo que planteé la cuestién de repartir todo,
es decir, no dejar las divisiones con resto inaca-
badas y nos aventuramos en la problematzca de
«como repartir lo que sobray.
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ETAPAS DE LA EXPERIENCIA

I- PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS SEN-
CILLOS MANIPULABLES.

Les resultaba bastante complicado, cuando no
imposible repartir restos. En problemas, incluso
siendo reales, de repartir, por ejemplo, 13 cara-
melos entre 4 nifias. Parecia imposible’ repartir
con exactitud el caramelo sobrante. Las solu-
clones espontdneas son de tipo fraccionario:

~— «Pues se ‘parte en cuatro cachos y damos
uno a cada una».

Naturalmente no parece verse la necesidad de
los decimales toda vez gque el reparto de los res-
tos podian hacerlo siempre, aungue claro, al
principio fuese algo costoso. La salvedad era la
exactitud de los repartos y sobre todo ;cémo ha-
cerlo con niimeros?.

Sabian, por el aprendizaje de la divisién, que
habiamos trabajado manipulativamente, gue lo
que hacemos en el algoritmo con cifras es una
transcripcion de lo que previamente hacemos
con las manos. Por esta razon les propuse atre-
vernos a repartir los restos manipulativamente a
ver si descubriamos alguna manera de represen-
tarlo con numeros, al igual que en las dzvzszones
anteriores.

Como material utilizaremos cuartilas. Cada uno
dispone sobre su mesa de un montoncito de
ellas.
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Planted, para efectuar manipulativamente lo si-
guiente:

— «Coged cinco cuartillas. Vamos a repar-
tirlas entre dos nifios, sin que sobre nada».

«Coged qhora 7 cuartillas y repartirlas entre dos
niflosn. Y varios problemas similares sucesiva-
mente.

Las propuestas que aparecen sobre cémo repar-
tir la cuartilla sobrante coinciden: la cuartilla se
divide por la mited vy Se da una mitad a cada ni-
Ao.

Pero evidentemente, eso no es una expresion deci-
mal por lo que complico algo mds los problemas
para ver si descubren la necesidad de los deci-
males.

— «Cojamos 5 cuartillas. Vamos a repartirlos
entre 4 nifios».

Coinciden en que la cuartilla sobrante se divide
en cuatro rozos iguales. Asi cada nifio toca a
una cuartilla entera y un trozo de ella.

«Ahora vamos a repartir 8 cuartillas -entre 3 ni-
Aos».

. Esto es mds complicado porque ahora lo restan-
te son dos cuartillas enteras que habré que re-

_ Dpartir entre 3 nifios. La respuesta mayoritariame-
le aceptada es dividir la primera cuartilla en tres
trozos y repartirle. Después coger la otra, divi-
dirla en otros tres y repartiria también.

Proseguimos efectuando. manualmente proble-
-mas sencillos y legamos a. una conclusién:
«siempre se puede repartir el resto; lo que sobra
de las divisiones ya no sobra porgue se
reparte».

Sin embarge no ha surgido la necesidad de lo de-
cimal,
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II.- PASAR DE- LA REALIZACION DEL
PROBLEMA MANIPULATIVAMENTE A LA RE-
ALIZACION DEL MISMO CON NUMEROS.

Los problemas son sencillos y realizables con
cuartillas.

«repartir 13 cuartillas entre 4 nifios».

Lo efectiian manualmente dividiendo la cuartilla
sobrante en cuatro trozos. Ahora deben hacer
con mimeros lo que han hecho con las manos.
Las expresiones numéricas que aparecen son de
estos tipos: .

a) 13:4_ b)]3:4 =3yl
1 31 _
T 0
“En el tipo a) el resultado es 31. Pero ;31, qué?
ccuartillas?, - ;mds cuartillas de las que habia al
principio?.

E! tipo b), después de discutir sobre las escritu-
ras del tipo a), se ve como errdneo por todos.
Planteé hacer algunos problemas mds para ver
si encontramos una manera de expresar con nu-
meros lo que hacemos con las manos, pero que
sea vdlida. Ahora quien guiere inventa un
problema y lo dice a la clase.

Juan dice este. «Vamos a repartir 9 cuartillas
entre 4 nifios».

Lo realizan y después escriben. Varios lo escri-
ben asi:

9:4
1 271

Y explican a la clase sobre la pizarra que la raya es pa-
ra separar las cuartillas enteras de los trozos. Rosa di-
ce que los mayores también hacen eso pero que en lu-



262 Otras Matemdticas, otra escuelq.

gar de la raya ponen una coma, cosa gue parece muy
bien a todos y concluimos en que para separar las
cuartillas de los trozos pondremos una coma.

Pero realmente el resultado anterior, 2/1 es incorrec-
to. En notacién decimal seria 2 enteros y 25 trocitos
fcentésimas) a cada nifio. El uso de la expresion 2/1
indica que continuan repartiendo el resto a nivel frac-
cionario pues ese 1 se refiere a 1/4 de la cuartilla
sobrante. No obstante qlgo positivo hemos hallado
va: la conveniencia de separar las cifras representati-
vas de las cuartillas de las cifras representativas de los
trozos.

Proseguimos el juego. Uno dice un problema, lo hace-
mos con el material y lo representamos con niimeros
haciendo uso de la notacién convenida.

Ninguno parece advertir que la escritura que usan es
errénea.

Se observard que los alumnos no proponen escritura
fraccionaria para repartir el resto, lo cual es debido a
que no hemos profundizado aun en lg temdtica de
Jfracciones. '

IfI.— LA NECESIDAD DE LOS DECIMALES.

Se me ocurre que quizds, llevdndolos a una situacién
de conflicto, puedan percatarse de sus errores y bus-
car otro modo de repartir. Propongo lo siguiente:

«Vamos a hacer seguidos los problemas que he pensa-
do. Haremos primero uno, lo escribiremos con nime-
ros, ¥ dejamos las hojas sobre la mesa. Después con
otras hojas, haremos el segundo.

A ver si descubrimos algo nuevo».

El primer problema es repartir 11 cuartillas entre 5 ni-
Fios. Lo efectuan y escriben asi:

2,1 (2 cuartillas y un cabo a cada uno, explican).
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El segundo es repartir 5 cuartillas eritre 2 nifios lo ha-
cen y escriben. Sorprendentemente la escritura es tam-
bién:

2,1
Ante la sorpresa, comienzan las discusiones.

Vemos que sus escrituras son las mismas en ambos
problemas pero no sucede igual con las cqntidades de
papel dadas a cada nifio. Comparan los trocitos del
primer problema con los trocitos del segundo. Es un
conflicto: unos intentan argumentar en contra de la
notacién anterior mientras otros callan.

Planteo entonces la cuestion sobre la pizarra, a nivel
numeérico:

A Rosa le doy 3,2 (elios leen 3 cuartillas enterasy dos
cachos),

A Manoh le doy también 3,2
- Y escribo asi;

3,2 -~ Para Rosa.
3,2 am « Para Manoli.

Salen Rosa y Manoli de clase y les doy realmentie tres
cuartilias y dos trozos a cada una pero los dos de Rosa
son mayores que los de Manoli.

— «¢A quién he dado mds papel?, ;he dado a las
dos la misma cantidad?.»
El debate sobre el problema es muy interesante.
Después ellas muestran las cuartillas y trozos que yo
les entregué.

Vamos llegando de este modo ala zdea de que los tro-
zos deben ser iguales, «para que los nimeros sean ver-
daderos», dicen. Esto es, que sean expresion de lo re-
al.

" ¢Cémo conseguiremos que todos los trozos sean
iguales en las divisiones?.
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Maria José propone:

Dividiendo la cuartilla que sobre en las mismas partes
siempre, todos en 8 d todos en 5 d en las gue sean, pe-
ro en las mismas partes y asi saldrdn iguales.

Los que se han dado cuenta de la necesidad de ello vo-
tan afirmativamente mientras otros callan o asiente,
lo cual lo aprovecho para proponer que dividamos
siempre en 10 partes la cuartilla sobrante.

Manipulamos de esta nueva forma y transcribimos al-
gunos problemas mds que previamente habia prepara-
do leniendo en cuenta sus progresivas dificultades:
cantidades manipulables y que no se llegaré a centési-
mas.

No parece dificil desprenderse del habito anterior por
el nuevo: partir cadg cuartilla del resto en 10 partes en

fugar de como lo hacian antes. Es cambiar una con-
vencién por olra.

IV.- ENTEROS, DECIMALES.

A partir de aguf la resolucién de problemas adguiere
ragpidez. Efectuamos unos pocos manipulativamente y
a continuacidn con nimeros.
Después realizamos otros ya s6lo con nimeros.
Donde si incidimos es en Ia lectura de los resultados.
Convenimos en-leer, a propuesta mia con los términos
enteros y décimas. Por ejemplo. 4,5 se lee «4 enteros y
5 décimas». Y trato de hacer hincapié en cuestiones
como; ‘

—¢ Cudntas décimas rnecesitas para formar un ente-
ro? ;Y para formar dos?. i

— ¢Cudntas décimas tiene un entero? ;y dos?

— ¢Cudntas décimas tiene un medio entero?

— ¢De dos enteros cudntas décimas salen?.

Siempre con el material ante ellos, aunque muchos no
o necesiten manejar, para contestar a mis preguntas.



Niuimeros con coma. 265

V.- OPERATORIA

Operar con decimales es un reto porque eso significa
saber operar como [os alumnos de cursos superiores.
Por ello les planteo si serian capaces de operar con de-
cimales, ahora gque ya saben como son.

Lo intentamos. Vamos a operar con ntimeros, sin ma-
terigl. Planteo la siguiente situacién:

«S. e I. se ponen de pie. § Tiene 2,7 cuartillas e I. tiene
3,8 cuartillas. ;Cudnto tendrdn entre los dos?.

Sélo unos pocos dudan dbénde colocar cada cifra para
sumar 0 que hacer con tantos decimales. Pero sus du-
das se disipan cuando lo vieron hacer a otro comparie-
ro en la pizarra.’

Sigampé: «Entre S e L. tienen 6,5 cuartillas, pero pasa
D. y lescroba 2,3».

Nadie tiene dificultad en efectuar la sustraccién.

«Javier tiene 5 veces mds de lo gue tiene S. e I. Ahora.
A ver cudnto papel tiene Javiern. Multiplicar es igual-
mente fdcil.

«Pero Javier reparte sus cuartillas entre 5 amigos». A
ver cudnto da a cada uno.

Puesto que la resolucion de esos problemas y sus
cuentas no ofrece obstaculos, nos dedicamos a hacer
cuentas de los 4 tipos pero sélo utilizando décimas.
Cuando en alguna cuenta alguien encuentra dificultad
procuro gue la resuelva primero con material y luego
con nuimeros.

VI.- LA CENTESIMA
Hasta ahora sabemos solo unas pocas cosas:

Que todo lo que sobra se puede repartir, que ponemos
coma para separar, que dividimos en 10 décimas y po-
co mgs. Pero hay algunos problemas algo mds dificul-
tosos y a ellos nos vamos a dedicar, no sin antes ejer-
citarnos en el cdlculo con decimales (hasta décimas) y
algunos sencillos problemas.
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Aprovechamos para ello algunos ejercicios de un libro
de texto y una libreta autocorrective que utilizan en
espacios de tiempo libres.

La cuestion de las centésimas ha surgido al encontrar-
se en el libro de texto con mimeros de 2 decimales (no
conocian el término «centésima» y lo aprovechamos
para trabajar sistemdticamente.

Cada alumno dispone de un grupo de cuartiligs.

Prbpongo el problema siguiente para hacerlo manipu-
lativamente «Repartir 13 cuartillas entre 4 nifios».

En efecto, todos concuerdan en que tocan a 3 cuar-
tillas cada nifio y algo mds. Las discrepancias se pro-
ducen en el reparto de la cuartilla sobranie.

Las diferentes formas de repartir propuestas pueden
agruparse en dos tipos:

a) Doy tres cuartillas a cada uno. La que sobra la
divido en 10 décimas y doy dos a cada uno. Como me
sobran dos décimas las reparto en 4 trozos y asi doy
10 décimas y un trozo a cada uno,

Esta forma de repartir muestre que no se ha asimilado
plenamente la convencién de repartir siempre en diez
partes cada cosa sobrante.

b) Solo tres alumnos. La cuartilla la partimos en 10
décimas, las reparto y me sobran dos décimas. Esas
décimas las divido también en 10 partes mds pequerias
(«cachillos») y,” como tengo 20, pues doy 5 a cada
uno. Por eso decimos 2 a'eczmas ¥y cinco «cachillos» a
cada nifio.

Intento entonces, que vean como mds conve-
niente esta ultima forma y propongo que lo hg-
gamos asi en el siguiente problema:

«Repartir con las manos 17 cuartillas entre 4 ni-
AOS».

No hay dificuliades en hacerlo por lo que pasa-
mos a representar con niumeros lo que hemos
hecho con las cuartillas.
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Nuestra atencién la dirigimos ahora a expresar
bien lo que hacemos con los nimeros y en fos
sucesivos problemas, gque son sencillos, pues yo
los habia -programado, nos dedicamos a la ver-
balizacién de lo que hacemos.

VII.— OTRA FORMA DE REPAR TIR.

En mi opinién, la forma anterior de repartir, si
bien se ajusta al algoritmo de la operacidn con
decimales y facilita el reparto normal, no me pa-
rece muy apropiada para llegar al concepio, de
centésima f1). Propongo en consecuencia otra
manera de hacer los repartos. '

Tenemos folios (por ser mds aplos estos pgra di-
bujar). y el folio sobrante en lugar de cortarlo lo
rayaréemos («que es como cortarlo»). «Reparti-
mos 5 folios entre 4 nifios». Rayamos el folio
sobrante. Subdividimos con rayas las dos déci-
mas que faltan por repartir. Luego expresamos
con nimeros lo hecho.

5 : 4
10 125
20
0

Aparece un problema de lectura.

;Como leer 1,252 Efectivamente, todos coinci-

‘den en leer «un eniero Jy veinticinco». ¢Pero

veinticinco, qué? ;De dénde sale veinticinco?
¢El 2 que representa? iy el 52,

Lo unico que aparece como evidenle ‘es que los
trozos del 2 son grandes y los del 5 son pe-
quernos.

El debate nos lleva al punto siguiente:

¢Cudntos cachillos tiene cada décima? (Es co-
mo si dividiésemos el folio en 100 partecillas?.

Para que se convenzan los dudosos cortamos el
folio en 100 trocillos.
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A cada trocillo llamamos centésima y hacemos
algunos efercicios de cuantificacién y equivalen-
cia:
—¢Cuantas décimas forman una décima? gy
dos, tres,...?
—;Cudntas centésimas habrd en tres, dos,
cuatro... décimas?. _
—Sobre mayor que y menor que, elc.
Al tiempo que abordamos esas cuestiones pone-
mos énfasis en la expresion verbal del algoritmo
que acompana a cada problema.
Es interesante percatarse de que el algoritmo
representa, paso a paso, lo que efectivamente
hacemos, con los folios. Y de que necesita un
apoyo verbal;, una lectura.
Hacer la cuenta transcribiendo lo gque hemos
" hecho o hariamos con las manos, o bien leerla
explicativamente después de hecha, favorece la
comprension siempre que se haga en el sentido
que decimos. Nuestra lectura es como sigue:

l——‘ Repartimos 17 enteros entre 4 mﬂos—‘
1.0

. )
e P L2 P ot

Lo dividido en décimas
y tengo 10.

5.° | Ponemos la coma para separar
los enteros de las décimas.

6.° [ 10 décimas entre 4 tocan 2 |
dos décimas cada uno v...

.. sobran dos décimas
las divido en centé&simas
¥ tengo 20.

8.° | Veinte centésimas entre 4
tocan a 5 cada uno.
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Compdrese lo anterior con esta otra lectura

17 entre 4 a 4
| o 4
d -3
e 425
|4 por 4, 16 hasta 17, una l——- 10 s
‘ 52 - 20 10 entre 4 a dos
. 0 77 20entred a s

2 por 4, ocho. De ocho hasta |/ &° .

10 van 2 y bajo ur cero.

Y

Cuando el apoyo verbal queda convertido en una
cantinelg puede que se consiga mayor rapidez en la
mecqdnica operatoria, pero se obstaculiza indudable-
mente la comprensidn del proceso y por tanto las po-
sibilidades de aprendizaje creativo.

VIIl.— TRABAJO INDIVIDUAL — MILESIMA.

La interiorizacién de las convenciones acorda-
das entre todos, no es qutomdtica. Es en el tra-
bajo personal cuando tiene lugar un proceso de
recostruccion de lo realizado grupaimente, de
reconstruccién de nociones, de wmemorizacion
de términos, de superacidn de dificultades me-
nores pero nuevas Y de construccion personal
del esquema operatorio.

Las posiciones de las cifras, las equivalencias de
distintas expresiones numéricas, algunas difi-
cultades en lag ejecucién de cuentas efc, son as-



270 Otras Matemdticas, otra escuela.

pectos parciales que se solvenian mejor en el
trabajo individual. Laq clase colectiva . queda,
pues, para descubrir algo entre todo o para con-
venir términos, expresiones (lenguaje} o0 modos
de operar.

Siguiendo esta dindmica, algunos nifios han po-
dido solventar individualmente ejercicios de mi-
lésimas que han encontrado en el texto y en la
libreta "autocorrectiva sin necesidad del grupo de
clase. Han ampliado el esquema operatorio a mi-
lésimas. Otros, por el contrario, han - necesitado
manipular material.

E! material empleado ha sido piezas de madera
hechas segun el modelo del material multibase
de Dienes (material que no conocian). El blogue
lo hemos tomado como unidad; placa, barra y
centimetro cubico como décima, centésima y
milésima respectivamente.” Unos pocos tanteos
¥y ejercicios con ese matertal han bastado para
que conceptualizaran la «milésima y calcularan
con cierta agilidad aguellos, la mayoria, que no
habian llegado a la idea de milésima por si sélos.

IX.— LO QUE FALTA.

La operatoria decimal no acaba en el trabajo que
hasta ahora hemos hecho. Abarca un campo
mds amplio de situaciones y se aplica en muy di-
versas ocasiones. Nosotros nos hemos limitado,
casi, a situaciones de repartir. La relacion con
Sfracciones, con situaciones métricas y oltras
cuantificaciones la hemos obviado premeditada-
mente con el fin de facilitar el aprendizaje. Pero
ciertamente el aprendizaje de lo decimal no es
Jirme hasta tanto no se generalice lo que ahora
hemos aprendido y se construya un esquema vd-
fido para cualquier situacién ya sea de reparto,
métrica o fraccionaria.
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La clase se compone de 29 glumnos con edades
comprendidas entre los 10 y 15 afios. Es un grupo
heterogéneo y muy peculiar. E! twabajo hasta
ahora realizado nos ha llevado dos semanas, ©
sea, unas pocas sesiones colectivas. EI tiempo
de trabajo individual, al ser libre, no es posible
computarlo. Al término de este tiempo realiza-
mos una prueba objetiva (en el sentir de los
alumnos es un .examen para gue «nos demos
cuenta de si vamos aprendiendo o no») com-
puesta por 25 items. Los items, se referfan a as-
pectos de:

— Cuantificacion: (;cudntas milésimas necesi-
tas para formar media décima?).

— Eguivalencias: ;Qué es mds, una unidad o
mil milésimas?.
— Simbolizacién: Expresar con nimeros e in-
veérsamente interpretar una expresién dada. .
— Operatoria con las cuatro operaciones a ni-
vel de iniciacidn. '

— Un grupo de 5 dié mds de 20 respuesta posi-
tivas. Otro de 4 dié por debajo de 15. El resto es-
tuvo entre 15 y 20 -respuestas acertadas.

Por consiguiente hay un grupo muy numeroso
que encuentra dificultades aunque sean pocas y
no fundamentales sino aspectos parciales, en la
mayoria de los casos.

Se me presentan, en este momento del de-
sarroilo del trabajo, dos opciones diddcticas: '

a) Continuar con el trabajo matemdtico de de-
cimales extendiéndolo a otros campos conside-
rando que las dificultades encontradas por algu-
nos alumnos serdn resueltas con el tiempo por
ellos mismos.

b) Dedicaremos al tratamiento especifico de
las dificultades ya individualmente ya en pe-
querios grupos, Si es que es posible detectar y
diagnosticar el tratamiento de las dificultades.



272 Otras Matemdticas, otra escuela.

X.— LAS DIFICULTADES.

a) Hay, para calgunos, dificultades de tipo
lingtiistico. _

El parecido fonético entre décima, centésima y mi-
lésimg obstruye, a veces, la comprension de una
pregunta o impide una buena expresién prefi-
riendo usar términos como «cacho», «cachillo
mds chico», elc. La falta de desarrollo
lingiistico les lleva a no asociar esos términos
como derivados de diez, cien y mil. Sin embargo
estas dificultades lingiiisticas no incapacitan pa-
ra resolver problemas, operaciones ¢ manipuia-
ciones.

b) Otras dificultades son de tipo simbolico:

— No ver ciertas equivalencias por ejemplo
entre 0,2 y (,20.

-— Dudar sobre la colocacion de las cifras y el
valor de estas al operar.

— No saber pasar una expresion del lenguaje
oral al numérico, por ejemplo, expresar numéri-
camente dos centésimas mds una milésima.

¢/ Tanto las dificultades de simbolizacion como
las de cuantificacidn y equivalencias tienen, a mi
entender, mucho que ver con la asimilacion de-
fectuosa del sistema numérico de base diez,
sobre todo en los aspectos de crecimiento mul-
tiplicativo y valor posicional de las cifras. ;Cémo
es posible que algunos duden o yerren, ain le-
niendo el material a disposicién, en cuestiones
como «a cudnias centésimas equivalen 8 déci-

. mas» o «a cudntas milésimas equivalen 3 déci-
mas».

Las dificultades surgidas a propésite del estudio
de numeros decimales tienen causas que no son
debidas a este lema, sino anteriores y mds pro-
Jundas y generales. Detenernos en el trabajo y
tratarlas especificamente desde la perspectiva
de los numeros con coma no seria, en mi opi-
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nién, conveniente. Por el contrario, elegir la op-
cion a) ofrece la posibilidad de nuevas experien-
cias. Es de esperar que trabajar los numeros con
coma en situaciones diversas, no exclusivamen-
te de reparto, como hasta ahora hemos hecho,
les ayude a superar a cada uno sus dificultades.
En consecuencia opté por la opcion primera.

k3

XI.— EXPRESIONES METRICAS

Tras el intervalo de una semana y a propdsito de
un trabajo sobre el pueblo (planc del pueblo) nos
dedicamos a mediciones lineales y pretendi
aprovecharlas para correlacionar este nuevo tra-
bajo con el anterior de decimales.

Reeonstrutmos ‘experimentalmente (se midieron -
calles y edificios, se hicieron con cuerdas decd-
metros y hectometros, ...) el esquema de los
miultiplos y submuiltiplos del metro, cosa que
gran parte ya habia olvidado.

La novedad ahora es la expresion decimal.

La introduje en mediciones cortas haciendo ver
la necesidad de separar unas cifras de otras.

Como esquema grdfico de apoyo usamos el si-
guiente:

millares

centenas decenas enteros decimas | centésimas | milesimas

Algunos alumnos lo colocaban en sentido verti-
cal, otros en horizontal, otros lo cortaban y
ponian las casillas en escalera, e incluso otros
«en espejorn, con notacion decimal incluida.
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El uso de la coma, las cuantificaciones y equiva-
lencias entre distintas expresiones y la operato-
ria la practicamos individualmente con egjerci-
cios tomados- de unos libros a'e texto preparados
por mi.

El trabajo de estos dias ha servido para generali-
zar y afianzar el esquema decimal que habigamos
construido con las experiencias de los repartos
de restos.

XII.— LAS DIFERENTES DIVISIONES

Después de un mes en que las matemdticas
habian dejado de trabajarse debido a que ini-
ciamos un trabajo sobre Andalucia, retornamos
a ellas vy al tema de decimales con motivo de unus
libretas de cdiculo decimal que compramos a
Pproposito.

La mayor dificultad que presentaban -eran algu-
nas divisiones. Por ello decidi trabajarlas siste-
mdticamente,

La metodologia empleada es la misma que al
Dprincipio; situacion busquedu de resolucion ma-
nipulado, expresion numérica verbalizada, gene-
ralizacion,

En los cuatro modelos de division fui intercalan-
do problemas - de division como reparto o parti-
cion y division como expresion de agrupamien-
tos.

I.— MODELQO A: enteros en el dividendo y en el divi-
sor. Problemas del tipo: «repartir 7 cuartillas
enire 4 niftos»; «repartir 1 cuartilla entre 8
nifios». Hacer los repartos manipulativamente
no es arduo ni su transcripcion después del tra-
bajo de los meses anteriores, por lo gue incido
Jundamentalmente en la explicacion oral de las
cuentas de cada problema. Vedse la verbaliza-
cion mencionada en pdginas anteriores.
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2.— MODELQ B: decimales en el dividendo y enteros
en el divisor. Por ejemplo «repartir 8,5 cuartillas
entre dos carteras». La forma adoptada por fo-
dos fue repartir primero los enteros y luego las
décimas. Una observacion imporiante aq tener en
cuenta es que la manipulacion es necesaria solo
hasta el momento en que cada nifio ve con clari-
dad lo que ha de hacer al operar con cifras. Las
primeras manipulaciones son imprescindibles
pero su exceso aburre e incluso puede obstaculi-
zar el desarrollo operatorio.

Por esta razén comenzamos. con problemas di-
rectos faciles para ascender en complejidad y
sélo utilizaba el material como apoyatura el que
lo necesitaba. Por ejemplo, para resolver:

«Tienes, ocho cuartillas y media. A ver si eres ca-
paz de repartirlas entre estos I7 comparieros de
clase».

La cuenta necesaria es 8,5 |_17 pero su resolucion
result@ imposible con lo gue sabemos hasta aho-
ra. Experimentalmente se vid la idea de que sdlo
era posible resolver el problema si las ocho cuar-
tillas las partiamos en décimas. Entonces
tendremos 80 décimas mds la otras 5 y podre-
mos hacer el reparto. Pero entonces el resultado
obtenido no serdn enteros porque lo gue reparti-
mos son décimas.

A través de otros problemas del mismo tipo y
cuentas fue interiorizindose la norma de subdi-
vidir lo indicado en el dividendo en unidades
mds pequerias -y después operar, lo cual no es
precisamente aguello de gue «se corre la coma
antos ...».

3.— MODELQ C: Enteros en el dividendo y decima-
les en el divisor. Ejemplos: «con diez cuartiflas ha-
cer montones de a dos cuartillas y media cada
monton, ;cudntos montones haremos»; «con 2
cuartillas cuantos montontones de a 0,25 cada
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uno se hacern; «dibujar una linea de 14 cm. y di-
vidirla en segmentos de 4,5 cm. cada uno».

Problemas como éstos son fdciles, quizds dema-
siado para algunos alumnos, quienes hallan la
solucién sin necesidad -de manipular. Pero lo im-
portante es procurarnos una herramienia de tra-
bajo para problemas con mimeros mayores que
los del ejemplo, niimeros ante los que el cdlculo
mental se encuenira indefenso. Esa herramienta
es el algoritmo y su técnica resolutoria.

Al igual que en el modelo B, se ve clara la necesi-
dad de subdividir y convertir todo en unidades me-
nores para operar, es decir, si subdividimos el di-
visor hemos de hacer lo mismo con el dividendo.

4.— MODELOQ D: decimales en el dividendo y deci-
males en- el divisor. Partimos igualmente de
problemas sencillos de agrupamientos y parti-
ciones para a continuacién abandonar el mate-
rial definitivamente y resolver unicamente utili-
zando los niimeros.

Por ejemplo:

— «Coger 2,4 cuartillas y hacer montones de a
ocho décimas cada uno».

— «Coger una cuartilla y media y dividirla en
partes de a 0,25 de cuartilla cada parte».

La operatoria (nos hemos referido solo a la divi-
sion pues las otras tres operaciones no ofrecen
problemas de aprendizaje) con decimales es un
capitulo importante dentro del contexto de la
matemdtica en el E.G.B. porgue su dominio pro-
porciona a los alumnos la posibilidad de resolver
situaciones por un lado, y, por otro, les afianza
en la asimilacién personal de nuestro sistema
numérico.
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Podemos, a saber, distinguir dos enfoques en la
diddctica de los algoritmos:

a) Uno, experimental, de descubrimiento, que
es el que en nuestra experiencia hemos intenia-
do llevar a efecto y cuyos resultados son concly-
yentemente positivos. Se fundamenta en Ia-in-
vestigacion personal o colectiva y g través de
ella se va llegando, tras un proceso ‘experimental
a lg elaboracién de las normas Dbara operar.

b} El otfro enfoque es mucho mds conocido por
ser el habitual. El alumno le llegan directamente
las «cuentas decimales» ya formuladas a través
del libro de texto u otro material. El profesor les
hace memorizar las reglas: «se afiade un cero en
el dividendo y se pone un cero y una coma en el
divisors, «se ponen tantos ceros como...», elc.
S considera comunmente que de este modo los
‘alumnos alacanzan ante el objetivo y adguieren
mayor rapidez operatoria. Ademds de que esto
ultimo es erroneo, hay que hacer las siguientes
observaciones:

— Ese tipo de aprendiiaje se convierte en
simple adiestramiento al evitar el proceso perso-
nal de bisqueda y creacién.

— No proporciona a los alumnos un mayor co-
nocimiento de la mecdnica del sistema numéri-
co de base diez, el nuestro, pues se les evita la
comprension de lo que hacen.

— Por ditimo, cuando, pasado un tiempo, las
reglas se olvidan, los alumnos se quedan inutili-
zados para resolver una operacién, con la consi-
guiente carga de angustia, inseguridad y recha-
zo que eso lleva consigo.
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Quisiéramos concluir este tomo enlazando con la tematica
del capitule primero sobre ‘construccion de una didactica. En
esa construccion la figura del maestro es central. Como
puede desprenderse de la lectura de los capitul®s anteriores
la didactica que a lo largo” de ellos queda dibujada constituye
una alternativa diferenciada a la practica escolar habitual vy
dentro de ella el papel del maestro es muy otro.

Es comin actualmente encontrarnos con dos modelos de
actuacion del maestro ante 1a preparacién de su trabajo. Uno
caracterizado fundamentalmente por la programacion estric-.
ta de las clases; contenidos, actividades, objetivos, (genera-
les, parciiles, operativos, etc,) v evaluacion, dentro del mar-
co de lo que se ha convenido en llamar pedagogia sistemati-
ca. Ese esfuerzo de programacién puede ser ahorrado, como
normalmente §¢ hace, recurriendo al libro de texto en el cual
el maestro encuentra «todo» lo que debe hacer. El otro mo-
delo podriamos denominarlo con el término de «espontaneis-
taw y se caracteriza por la imporvisacion, la elasticidad v la su-
jeccién del maestro a la evolucién de la dindmica del aula.

No entraremos en la discusidon de dichos modelos. Si
sefialaremos que ninguno de ellos se adectia a nuestra di-
dacticd. Pensemos, por el contrario, que el maestro debe to-
mar la misma actitud investigadora que pretende inculcar a
los alumnos, ¥ que hemos comentado en el capitulo I1Ib). En
este sentido hablaremos de disefio abierto con prevision de
metas a alcanzar (alglin concepto, operacién, técnica, etc.;),
experiencias v ejercicios. Tratemos esto Gltimo con mayor
amplitud.

Hay una gran corriente de ensefianza de las matematicas
alrededor de la cual se aglutinan a inmensa mayoria de las
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editoriales de libros de texto escolares (con loables excepcio-
nes) cuyas notas comunes principales son:

— Utilizacion del esquema siguiente: explicacion teérica del
tema o leccidn -ejercicios y problemas- evaluacién.

— Considerar que 10s conceptos y-operaciones matematicos
son adquiridos por los alumnos siguiendo la idea tradi-
cional de transmisién por parte del profesor mediante la
palabra (o el texto escrito) aunque, a veces, también re-
curra a materiales cuyo uso tiene una misién demostrativa
0 ilustrativa de las palabras del profesor.

— La disciplina se fracciona en lecciones o temas Qque,
programadamente, deben ser «aprendidos» por los alum-
nos. «Dada la leccién» y su evaluacién correspondiente, se
pasa a la leccién siguiente,

— Subyace, la mayoria de las veces, el esquema conductista
de estimulo-respuesta, si bien en diferentes versiones.

— El alumno debe tomar una actitud Teceptiva ante la expli-
cacién del maestro o del libro de texto y/0 ejercitarse en la
resolucion de ejercicios segtin el modelo explicado por
aquel.

Frente a esa gran corriente de ensefianza podemos colocar
otra cuyo principal rasgo es la creencia de que la matemadtica
puede y debe ser construida por los alumnos. Supone esta
tendencia un cambio frontal respecto a la anterior. Podemos
aglutinar en este bloque de alguna manera a Cuissenaire y
Gategno y, sobre todo, a Dienes. Hablaremos de éste tiltimo
pues su aportacién es la mas influyente entre nosotros.

Dienes recurre a Bartletr, Bruner y Piaget para elaborar su
teoria, es decir, se coloca en una posicién opuesta a la
psicologia del estimulo-respuesta. Se basa en la tesis de que
los nifios aprenden las matematicas mas facilmente constru-
yendo los conceptos a partir de su propia experiencia real. La
reflexién sobre los conceptos o relaciones construidas es pos-
terior a la construccién misma. Propone una teoria metodo-
légica soportada por cuatro principios -dindmico, de cons-
tructividad, de variabilidad matematica ¥ de variabilidad per-
ceptiva o principio de concretizacién miltiple y un desarrollo
del aprendizaje sesgado en seis etapas.
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Frente a la corriente antes caracterizada Dienes nos advier-
te de la necesidad de organizar de modo totalmente distinto la
clase y el procedimiento de comunicacién con el alumno. Su
didéctica queda centrada en:

— Proporcionar una gran variedad de experiencias matema-
ticas a los nifios para que por si mismos e individualmente
(el subrayado es nuestro) puedan construir los 5 conceptos
matematicos.

— Material manipulable apropiado, preferentemente estruc-
turado.

— Tarjetas o fichas de instruccién para que los alumnos tra-
bajen a partir de ellas. «Tales fichas estarian dispuestas
«en serie».

— qustrucciélf de un concepto por una serie de cuestiones
progresivas —y en paralelo— presentacién de la misma
idea conceptual con diferentes materiales».

—"El camino hacia la abstracc1on lo concreta en las etapas si-
guientes:
(I} Manipulacién concreta de objetos para llegar a la (II)
representacion planificada de tales manipulaciones, y (III)
formalizacién de dichas representaciones mediante estruc-
turas formales o «sistemas de axiomas» ...

— Opta por la motivacién intrinseca, por situaciones de des-
cubrimiento y creatividad («El motor del aprendizaje ma-
teméatico deberia ser la alegria del descubrimiento v no el
dudoso ideal de obtener mejores notas que el vecino o el
oropel de un premio» y dibuja un rol de maestre no auto-
ritario, antidogmatico, consejero y colaborador de los
alumnos. (I).

(1) Los fragmentos entrecomillados pertenecen a «La construccién de las ma-
ternaticas» del autor en la editorial Teide. Esta misma editorial ha publicado
una coleccion de trabajos del mismo autor y otros afines cuya lectura reco-
mendamos.
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Existe una tercera corriente que se enclava dentro del Mo-
vimiento de Escuela Moderna, movimiento pedagdgico que
surgi6 en Francia en torno a Freinet y que estad muy extendido
si bien adopta en cada pais una denominacioén peculiar. En
Espafia tom6 el nombre de Movimiento Cooperativo de Es-
cuela Popular -M.C.E.P.- El presente trabajo pretende si-
tuarse en esta nitima perspectiva. Hacemos una llamada al
lector para que saque sus propias conclusiones acerca de los
parecidos v diferencias con respecto a las otras tendencias.

En cualquier caso lo que en este capitulo nos ocupa es la fi-
gura del maestro y su método de trabajo personal. La organi-
zacion de la clase, los materiales a usar y la metodologia a se-
guir pueden inferirse de los capitulos anteriores. Ahora bien,
iCOMO preveer y secuenciar un trabajo? ;como disefiar la
ensefianza-aprendizaje de un concepto?, ;cémo establecer un
plan de trabajo?, ;cémo explotar una situaciébn o motivar
una experiencia?, ;cédmo llevar un seguimiento de los avances
0 estancamientos, de las diferencias interindividuales de los
alumnos, del aprovechamiento de tal o cual material?, ;cémo
extraer de o conexionar con las otras materias el aprendizaje
matematico?, ... Muchos son los interrogantes que el rnaestro
se plantea en el curso de su quehacer cotidiano y que nadie
puede responderle si no es con sugerencias, consejos o indica-
ciones. Seria interesante releer el final del capitulo «CONS-
TRUIR UNA DIDACTICA DE LA DINAMICA» y enlazar
con las propuestas alli contenidas.

Tomemos como puntos de referencia dos: la planificacién
del trabajo y el seguimiento del mismo. Dentro del punto de
planificacion tengamos en cuenta:

a) La seleccion y determinacién de unos contenidos. Curiosa-
mente la graciosa amabilidad de nuestra Administracién
educativa nos ha hecho donacién e imposicién de unos
programas, que ha tenido a bien considerar véalidos,
ahorrando asi el esfuerzo y la responsabilidad a los profe-
sores y centros. Ahora bien, la seleccién y establecimiento
de contenidos y objetivos para un grupo de alumnos ha de
tener presente:

— Los intereses y propuestas de los alumnos,




Método de trabajo 285

. — Aquellos contenidos que son significativos o relevantes
en un contexto cultural.
— Por ultimo los niveles de desarrollo cognitivo de los
propios alumnos.

El que haya unos programas generales con sus respectivos
niveles, contenidos e indicaciones metodolégicas no de-.
biera ser obstaculo para que cada maestro o cada equipo
docente tuviera la posibilidad de establecerlos efi funcién
de los tres factores antes citados (y no de adecuar los
programas de la Administracién a su aula o coleg:o)

b) Lo indicado en el apartado a) no es ajeno ala organizacién
de la clase y a la metodologia a emplear. Dicho en el len-
guaje actualmente de moda: el disefio curricular {(conteni-
dos) dificilmente es separable del disefio instruccional (en-
sefianza) pues ambos se interpenetran v determinan.

Lo cierto es que al magstro le conviene tener un plan ge-
neral de trabaJo ¢on la salvedad de que sea modificable o
incluso sustitujble si el desarrollo.de la dinamica es el aula
asi lo aconseja,. Ahora bien, en el programa.general se si-
tian médulos menores. constituyentes .del programa mis-
mo: conceptos concretos, una operacidén, una técnica cal-
culatoria, etc., que conviene disefiar también; en otras pa-
labras, antes de iniciar el trabajo con los alurnnos sobre al-
g0 concreto es conveniente tener un plan de actuacion o,
cuando menos, conocer el hilo conductor progresivo en el
aprendizaje de ese algo concreto de que se trate. Creemos
que la exposici6on diacrénica que hemos hecho en Ios
capitulos dedicados a las operaciones es sugerente con res-
pecto a la posible elaboracién de ese hilo conductor, esca-
lonamiento o progresién de conceptos, relaciones, técnicas
v operaciones fisicas y psicolégicas que conforman la
construccién de una operacién aritmética.

Como se establecen (¥ quién lo hace) esos mddulos me-
nores?; ;Cémo se disefia su ensefianza?. Vayamos con la
primera interrogante. Es frecuente que sean los propios
alumnos, sobre todo en los cursos superiores, quienes pro-
ponen trabajar sobre tal o cual cuestibn. Naturalmente
gue esto sucede en aulas de dinamica abierta donde los chi-
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cos tienen esa posibilidad y en donde se cultiva un cierto
espiritu de investigacién. En otras ocasiones el asunto a
tratar viene como consecuencia necesaria de las investiga-
ciones que los nifios estan llevando en otras areas, esto es,
aresultas de un enfoque de ensefianza globalizador. Otras
veces, en fin, el maestro suscita, mediante juegos. La intro-
duccién de material o aprovechando situaciones esponta-
neas que surgen en clase, ciertos campos de trabajo. (Ver
capitulo III) Asi pues, los contenidos van quedando fijados
por la interrelacién. dialéctica de almunos, maestro y la pro-
pia vida en el aula. El Maestro, entonces, debe tener la sufi-
ciente habilidad y los suficientes conocimientos curriculares
-como para saber qué propuestas o situaciones fomentar
cuales otras no apoyar.

La respuesta a la segunda pregunta es mas polémica, si
cabe. ;(Es conveniente programar?. ;Los alumnos deben
seguir un disefio previo por muy elistico que éste sea?
COmo encajar programacion previa y dindmica abierta?
(1). No repetiremos lo que dijimos al respecto en el
capitulo tercero, pero lo cierto es que el maestro necesita
una guia, un plan por pequeiio que éste sea, unos pasos a
seguir aunque el asunto a trabajar haya sido propuesto per
los alumnos o surgido improvisadamente.

Nos atrevemos a proponer una técnica de disefiar que
tome en cuenta cuatro factores:

a) Primero desmenuzar conceptualmente el objeto de estudio
de que se trate estableciendo, si es posible, la jerarquia
conceptual de la estructura que posea. Igualmente los con-
ceptos previos en los que se base asi como las operaciones
logicas v psicoldgicas sobre las que se sustente con el fin de
obtener una vision curricular global. En el capitulo IVb)
puede verse un analisis, aunque somero, de la RESTA.

(1) Los vocablos «programay, «disefio» y «plan» 10s usamos en sentido sind-
nimo. «Programa» ¥ «programar» tienen otro sentido en el 4mbito de la en-
senanza programada y, por extensiodn, en el de la pedagogia sistematica o de
objetivos, como el lector recordara.
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b)

<)

d)

Conocer hasta donde nos sea posible el nivel de desarrollo
cognitivo de los chicos.

Previsién de experiencias y materiales.

Con los factores a) y b) podemos establecer un cuadro or-
denando secuencialmente emparejando puntos de a) con
puntos de b).

«El diario». El seguimiento del disefio confeccmnado
puede hacerse con la técnica del diario: carpeta de trabajo
del maestro donde éste va anotando las observaciones al
respecto — conversaciones, frases, observaciones de los
aJumnos, observaciones propias, problemas no previstos,

reflexiones, etc, etc,.
La técnica del diarjo es un ut11 abierto, creativo y funda-

mentalmente in instrumento al servicio de la propia inves-
tigacion del maestro.

S Manuel Alcalad

- Mailaga, verano del 85
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I
{SE PUEDE INVESTIGAR EN
MATEMATICAS? ~

Degraciadamente cuando se habla de investigacién en la es-
cuela centramos la atencién en lo que denominamos la inves-
tigacion del medio. Parece como si el comportamiento inves-
tigativo de los nifios se centrase en las 4reas de Ciencias Natu--
rales y Ciencias Sociales. Y, por supuesto, el maestro
investigaria y favoreceria la investigdcion de los nifios en lo
concernientera esas ireas adoptando, en cambio, una actitud
dismetralmente opuesta en Io tocante a mateméticas (el es-
quema: explicacién del maestro --- ejercicios). Esto tiltimo es
un hecho generalizado.

Ahora bien, me propongo demostrar en este trabajo que no
solo se puede investigar en matemaéticas sino que, ademas, es
una necesidad si pretendemos que el aprendizaje matemaético
sea significativo. Para ello comenzaremos por precisar 1os
términos «investigar», «actitud de investigacién» y «méto-
do».

Para muchos «investigar» es una actividad continuada y
sistematica, un proceso conducido mediante unos pasos de-
terminados (los eslabones del denominado método cientifico:
toma de contacto con el objeto de la investigacion, recogida
de datos y analisis de los mismos, elaboracion de hipétesis,
etc.) cuya finalidad es la demostracién o el descubrimiento de
algo. Es ésta una version de «investigar» propia de los adul-
tos, consecuencia del pensamiento de tipo hipotético-
deductivo.

Pero Ia mayoria de nosotros trabajamos con alumnos de
corta edad, alejados de lo hipotético-deductivo y de lo siste-
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matico. Sin embargo son individuos que también investigan.
Entonces, para delimitar e] término «investigar» dejaremos a
un lado a los tedricos de la ciencia y a los defensores del méto-
do cientifico y retornaremos a la posicion freinetiana del
tanteo experimental y a nuestra propia practica.

Investigar, en este sentido, es indagar, buscar un resultado
y comprobar su validez. Es intentar satisfacer una curiosidad,
comprobar una conjetura, bucear en 1o desconocido, actuar
para conocer algo no evidente inmediatamente, intentar solu-
cionar un porqué.

Ciertamente, «actitud de investigacion» serd la predisposi-
cion al descubrimiento, a la busqueda de algo nuevo, de algo
que nos inquieta. Esa actitud, que es connatural a la generali-
dad de los individuos y necesaria para su desarrollo, puede
ser favorecida y motivada en la escuela, no sdlo en las areas
de Ciencias Sociales y Naturales, sino también en la de Mate-
maéticas.

En nuestro dmbito, con las aportaciones traducidas de
franceses e italianos junto a las propiamente nuestras, sabe-
mos gue investigar no es una practica de adultos avalada por
el sello del método cientifico, sino de todo individuo que.se
interroga acerca de lo que le rodea; que la investigacidn in-
fantil no es disciplinar (en el sentido de constrefiirse necesa-
riamente a los contenidos de tal o cual asignatura) sino abier-
ta ¥ predisciplinar; que unas veces es puntual y otras conti-
- nuada.

Las cuestiones precedentes nos ¢conducen, inevitablemente,
a hablar de método. O, con otras palabras, nos llevan a cues-
tionarnos sobre qué pasos siguen los nifios cuando lo que in-
vestigan es de orden matematico; sobre cémo provocar, pre-
parar y organizar una experiencia que resulte investigativa;
sobre qué caracteristicas son peculiares de la investigacién
maternatica; sobre, en fin, que pasos ha de seguir el maestro.



Intentaré dar respuesta a esos interrogantes del modo si-
guiente: primero, clarificando las peculiaridades de la investi-
gacion matematica en la escuela frente a las de la investiga-
cién del medio; después tratando un método de trabajo del
maestro.
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L1\
CARACTERISTICAS DE LA INVESTIGACION
DEL MEDIO Y DE LAS~
MATEMATICAS EN LA ESCUELA

El interés en distinguir un tipo de investigacién de otro es
puramente tebrico. No hay tantas diferencias perp si interesa
tomarlas en cuenta para mejor profundizar en nuestras refle-
xiones sobre el tema. Sacar a la luz las diferencias nos ayuda-
ra a determinar una metodologia de trabajo valida para el
maestro que ‘desee investigar &l mismo y unas consecuencias
importafites de fndole ‘didactica.

~ A) Lainvestigacion del medio, término genérico con el que
nos referimos a toda investigacién de lo circundante, es fun-
damentalmente diversa y globalizadora. Diversa en ¢l sentido
de disciplinar, de que pretende dar respuesta a las motiva-
ciones e intereses cognaoscitivos de los nifios (en nuestro 4mbi-
to se investiga aquello que los nifios proponen o lo que propo-
nen y negocia con ellos el maestro). Globalizadora por cuanto
una investigacion no puntualista da ocasién para tratar cono-
cimientos pertenecientes a diversas disciplinas.

Por contra, el trabajo investigativo en matematicas no es
diverso, por ser la tematica muy especifica, ni casi nunca, glo-
balizador. Esto quiza sea polémico y necesite alguna aclara-
c16m. :

Hay numerosas experiencias publicadas en las que parece
ser que se globaliza a partir de las matematicas, pero eso es
muy discutible. Cuando una clase lleva adelante una expe-
riencia de cultivo de plantas, por ejemplo, v se sigue el creci-
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miento de las mismas mediante mediciones y computaciones,
se estd investigando las plantas pero no cuestiones estricta-
mente matematicas, como en este caso serian las unidades de
medida o los nimeros,

~ Cuando un grupo de alumnos desarrolla una investigacion
sobre la poblacion de un pueblo (n.° de habitantes, sexo,
edad, ocupacién, etc.), clasifica, cuantifica y posiblemente
haga uso de nociones estadisticas, pero realmente investiga el
medio; los aspectos matemdticos son auxiliares en su trabajo,
no el objeto de su investigacion.

"Cuando un aula tiene cooperativa o monta una «tiendax»
dispone, efectivamente, de unos poderosos auxiliares para
aprender aritmética, pero ello no significa necesariamente
que ese aula esté llevando a cabo una investigacién matemati-
ca.

B) La investigacion del medio se realiza sobre lo concreto,
lo que nos rodea o scbre nuestros propios cuerpos; sobre o
presente o pasado, pero concreto; casi siempre sobre 1o obser-
vable. '

Por su parte la investigacién matemdtica se efectua sobre
entes y estructuras (mimeros, operaciones, etc.), sobre pro-
piedades que tienen ¢ atribuimos a los sujetos, sobre cons-
tructos. Es decir, la investigacion matematica no se realiza
sobre lo observable, aungue en la investigacién utilicemos
material concreto y verifiquemos experimentalmente el resul-
tado de nuestros hallazgos. Buscar varias formas distintas de
fragmentar una cuartilla de papel en doceavos o intentar des-
cubrir ¢6mo hallar la longitud de una circunferencia son dos
investigaciones marcadamente matematicas y distintas a cual-
quier investigacién de lo real por poner en juego conceptos y
modos de operar peculiares.

El objeto de la investigacidn del medio es material, 1o mate-
rial; el objeto de la investigacién matematica es inmaterial, se
efectiia sobre relaciones, propiedades, etc.
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C) La investigacion del medio en la escuela posee una cohe-
rencia definida por el método cientifico (entendiendo éste
en sentido no rigido). La investigacion matemdtica en la es-
cuela es coherente en si misma, no se rige por los métodos de
trabajo de las ciencias naturales o sociales v, en el fondo, re-
mite s6lo a conceptos ¥ operaciones lbglcomatematlcas €so
si, susceptibles de comprobacion.

Bien es verdad que la cientificidad de la in:'estigacibn no
debe preocuparnos demasiado. JOSE LANUZA afirmaba
hace tres afios:

«No investigamos las cosas desde un punto de vista
cientifico, sino desde el punto de vista que realmente intere-
sa al nifio. Ahora bien, procuramos hacerlo de una forma
metddica, cr1tlca, enriquecedora, cientifica.» (COLABORA-
CION, . ° 46).

La, perspectwa dlacrémca o evolutiva es importante a la
hora de profundizar algo sobre el tema: no es lo mismo el
" proceso de ifivestigacién llevado a cabo por nifios de 6-7 afios
(a los que se refiere Lanuza) que el que desarrollan indivi-
duos de 10-12 afios.

Por su parte, PACO OLVERA, cuya experiencia se ha da-
do principalmente con nifios de esas Gltimas edades, al in-
terrogarse sobre que condiciones debe reunir un trabajo de
investigacion en la escuela, responde:

«Fundamentaimente los eslabones de! método cientifico:
toma de contacto con el motivo de la investigacion,...» (1)

De miodo pa:ecidd, en matematicas el proceso investigador
de nifios de edades més avanzadas se monta sobre el sustrato
de conceptos y operaciones que ya poseen y que es Superior y
cualitativamente distinto al de nifios de menor edad.

(1) Olvera Paco: INVESTIGACION DEL MEDIO EN LA ESCUELA
Cordoba, 1982 phg. 29 - Ed, Paco Natura.
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En esencia el proceso investigador matematico se reduce, a
nivel subjetivo, a anticipaciones, comprobaciones y retroac-
ciones (algo similar a lo que en la investigacién del medio se
entiende por hip6tesis y comprobacion de las mismas) con
dos caracteristicas:

a) Que se manifiestan externamente como tanteos.

b) Que su hilo conductor intrinseco es de naturaleza 16gi-
ca, en ultima instancia.

¢) Coincidencias.

— La investigacién, tanto en matematicas como en cual-
quier otro campo, es fundamentalmente experiencial.

— La investigacion, entendida como proceso de basqueda,
necesita sistematizacion y técnica.

- La funcidn del maestro en ambos casos es idéntica, por
lo que quiza desde el punto de vista del maestro sea irrelevan-
te distinguir entre una y otra. Motivar, preparar materiales y
organizar el trabajo, apoyar, sugerir, conducir el desarrollo
de la experiencia..., son conductas propias del maestro. La
conducta investigativa de los nifios es basicamente igual en
todas ocasiones. Podria reducirse al siguiente esquema:

Conocimiento de la situacion, de los materiales

0 de ciertos conceptos
i L]

interrogantes
¥
Bhsqueda de estrategias y anticipacién
de respuestas
Yy
Comprobaciones

La Psicologia y nuestra experiencia nos aportan mucho al
respecto, lo cual nos interesa tenerlo presente para buscar no-
sotros mismos estrategias adecuadas de intervencién.
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CONVENCIONES PREVIAS

;Cémo podemos comseguir que nuestra cldse investigue
también en matematicas? ;COmo podemos preparar y de-
sarrollar un contenido {un concepto, una técnica algoritmica,
una operacion, un tema) desde una Optica investigativa, es
decir, para que los alumnos lo conquisten a través de su pro-
pia investigacion? ;C6émo podemos aprender nosotros de
nuestra propia practica?

Serfa interésante dar respuesta a esos interrogantes y a elio
van dedicadas las paginas siguientes, Dividiremos, pues, el
contenido de lo que sigue en tres partes: comenzaremos es-
tableciendo unas convenciones o hechos previos, después un
método de tribajo del maestro para terminar haciendo unas
consideraciones didacticas.

Las convenciones previas o puntos de partida que quisiera
resaltar son las siguientes:

1.— No todo el aprendizaje escolar se produce como con-
secuencia de investigaciones realizadas por los alumnos, ya
individual ya grupalmente, sino sélo una parte del mismo (me
refiero a matematicas y a aulas donde se practica investiga-
cidn).

La imitacién y la recepcion de informacion son formas de
aprender que no debemos despreciar. La memorizacién y el
ejercicio sistematico son necesarios y ocupan mucho tiempo.

Sin embargo una didéctica que tome como eje central el
aprender por medio de investigaciones, ora puntuales, ora
procesuales y sistematizadas, conlleva unos valores indiscu-
tibles y por todos nosotros reconocidos.
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2.— El aprendizaje matematico no es esporadico, ni pun-
tual, ni esponténeo. Se produce a través de un proceso de des-
cubrimiento personal que ha de ser sistematicamente -aunque
con flexibilidad - dirigido.

3,— Es conveniente en nuestro trabajo partir de una hipé-
tesis fructifera. Tal es:

«Los conocimientos matematicos en la escuela no son
transmisibles por via oral o escrita, antes bien se producen ¢o-
mo consecuencia de complejos procesos de construccion indi-
vidual».

Si partimos de dicha hipétesis (hipétesis que no es desatina-
da} nos veremos conducidos a:

— Motivar actitudes de investigacién en lugar de actltudes
de recepcioén pasiva.

— Preparar experiencias e investipaciones en lugar de
explicaciones y lecciones.

— Sustituir el «cdmo explicaria yo este conceptoy» por el

«cdmo haria yo para que construyeran este concepton.

" — Sugerir, indicar, orientar en lugar de definir ex
cathedra.

— Favorecer el trabajo exploratorio individual o en grupo
y el debate en oposicion al libro de texto y el silencio.

4.— Es necesario (y posible) que cada maestro con sus
alumnos vaya creando su propia-didactica. Para ello precisa
de unos principios psicopedagdgicos de los que partir y cono-
cer unos pasos metodolégicos que le sirvan de referencia. Bs-
toy convencido de la validez de los pasos metodolégicos y de
los principios que se recogen en los primeros capitulos de este
libro, aunque estén pobremente desarrollados.

5.— El trabajo escolar en matematicas necesita un tiempo
especifico y unos materiales y experiencias peculiares.
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6.— En una clase que investiga, el maestro mismo es tam-
bién un investigador. Nuestros conocimientos sobre la
psicologia infantil {construccion de conceptos y operaciones,
los problemas de comunicacion, de las relaciones interperso-
nales, etc.), son tan incompletos como sobre técnicas, mate-
riales y métodos. Tan es asi que nunca estamos plenamente
seguros de la validez de un material, de c6mo impulsar a gste
0 a aquel nifio, de cual es la experiencia mas adecuada, etc.
ete..,

Son tantos v tantos los interrogantes que nuestro trabajo
nos plantea a diario, para los cuales no tenemos una resplies-
ta certera, que nos conviene adoptar nosotros mismos el pa-
pel de aprendiz, pues, en realidad, eso somos. Al procurar
que los nifios adquieran determinados conocimientos no-
sotros, con l-actitud propia del que aprende, estamos, esta-
remos adquiriendo otros de indole profesional: técnicos, psi-
colégicos, humanos.

Nuestro trabajo siempre estd sujeto a revision y nuestra
conducta en clase (que puede ser tan inadecuada como la de
muchos de nuestros alumnos) es perfeccionable.
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IV .
METODO DE TRABAJO DEL MAESTRO

Dificilmente podremos llevar a cabo un trabajo de investi-
gacioén si no disponemos de un método o, al menos, de unas
pautas que nos ayuden a su realizacion. El método que voy a
exponer lo he articulado alrededor de cuatro pintos:

— eleccién del objeto de investigacion

— programacion de la investigacion |

— disefic 0 preparacién de cada sesidén o experiencia
—-] diario como+técnica de seguimiento.

- 1.— ELECCION DE OBJETO

Conviene tener por norma extraer el objeto de la investiga-
cion a desarrollar de las propuestas de los alumnos. Con fre-
cuencia las propuestas suelen ser disparatadas, mal expresa-
das o imposibles de llevar a efecto pero no cabe duda que ta-
les propuestas responden a intereses de los nifios. Por eso hay
que tomarlas en cuenta, aunque tengamos nosotros que reo-
rientarlas.

En ocasiones y a falta de propuestas por parte de los alum-
nos el maestro se ve forzado a suscitar 0 a proponer otras.
‘Las propuestas del maestro unas veces viene como consecuen-
cia de un trabajo de investigacién del medio, otras por intro-
duccion de un material nuevo que él aporta a clase, otras
aprovechando sucesos de la vida del aula, etc.

Lo dificil no es dénde encontrar un motivo para proponer
un trabajo a los nifios sino saber qué trabajo exactamente y
cOdmo proponerlo de modo que suscite interés.
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2.— PROGRAMACION

Distinguiremos entre investigaciones puntuales u ocasiona-
les e investigaciones de larga duracién. Ejemplos del primer
tipo pueden ser: ¢6mo clasificar las hojas recogidas en una sa-
lida, buscar formas de descomponer y recomponer el nimero
ocho, inventar una forma diferente de hacer las cuentas de
multiplicar, cémo calcular el area de un cuadrado.

Ejemplos de investigaciones de larga duracién son: «des-
cubrir cémo crecen los nimeros», «investigar como hacer
restas con nimeros grandes», «investigar por qué el metro se
divide en trocitos»,...

Aqui me referiré a las de larga duracién, pues las puntuales
son esporadicas v, normalmente, encajan dentro de aquellas.

Una vez determinado el objeto de la investigacién compete
al maestro programar el previsible desarrollo del mismo.

Sea, por ejemplo, el tema de las fracciones. Lo fracciona-
rio se nos puede aparecer bajo muy diferentes formulaciones,
propias de cada nivel, pues es una tematica que se trata a io
largo de varios cursos. Puede surgir en propuestas como
«aprender 1o que son los cuartos de litro», «investigar el re-
loj, las horas», «aprender quebrados», o bien a proposito de
algin libro de texto, de otras investigaciones 0 a propuesta
del maestro.

Para realizar su programacion necesitaremos:

a) Conocer el desarrollo conceptual y operatorio del tema
en cuestidén, aunque sea aproximadamente. Es decir, en senti-
do evolutivo, cuéles son los conceptos basicos y primeros y
cuales los posteriores (que se fundamentan en los primeros);
cuales las posibles operaciones iniciales y las que ofrecen ma-
yor dificultad; la posibie relacién secuenciada con otros con-
ceptos y operaciones pertenecientes a otros temas matemati-
cos: divisidbn, nimeros con coma, etc.
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Dicho de otra forma, al maestro le interesa poseer una vi-
sién diacrénica y global del tema que va a trabajar con sus
alumnos lo mas amplia posible. De ese modo, si $u experien-
cia Ia va a realizar con alumnos de 5.° curso, por gjemplo,
podra saber qué conocimientos normales tendrin adquiridos
sus alumnos, qué conocimientos podran ser conseguidos
aproximadamente con su investigacién y, sobretodo, a dénde
conduce {conceptos posteriores) su trabajo. *

Los libros de texto son un buen material para obtener la
idea global de la que hablamos si consultamos de diferentes
niveles y editoriales. Ignalmente lo son los programas ofi-
ciales y las publicaciones que versen sobre el téma: libros,
articulos de revistas, etc.

b) Conocer 1os conocimientos previos de los alumnes, cues-
tién ésta.que ha sido siempre norma en los buenos maestros.
No es imprescindible realizar exdmenes o tests previos. Inclu-
s0 podemos iniciar la experiencia sin haber hecho antes un
sondeo, perc; inevitablemente, en las primeras sesiones debe-
mos preocuparnos de ello si queremos que la investigacidn
sea exitosa.

c) Buscar en la bibliografia de la que nos hallamos provisto
experiencias de dos tipos:

Cl.- Experiencias destinadas a tratar aspectos concernientes
exclusivamente al objeto de investigacién. En nuestro
ejemplo, aspectos fraccionarios: experiencias con mate-
rial concebido para ello, juegos especificos, ete.

C2.- Experiencias amplias, que abarquen aspectos no estric-
tamente fraccionarios: agua y medidas para experimen-
tar, particiones de poligonos, etc.

d) Enfoque e hipétesis

Si ya tenemos cierta idea global del tema, del nivel de
nuestros alumnos, de posibles experiencias y de materiales a
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usar podremos entrar en lo més atractivo de la investigacioén:
establecer unas hipétesis iniciales y concebir un enfoque del
trabajo a desarrollar.

Puede suceder {cosa que N0 creo) que estemos convencidos
de la validez de la didActica generalmente aplicada, en
nuestro caso referente a fracciones. Mas lo probable es que
no nos satisfaga, en cuyo caso nos permitiremos la aventura
de intentar otra forma de hacer las cosas. ‘

Para ello podemos partir de unas hipétesis, -que podran ser
tomadas de otros, o resultado de alguna lectura apasionante
0, de creacién propia -, y ceilirnos a la experimentacién y
comprobacién de su contenido. Por ejemplo, establezcamos
las siguientes: .

— El aprendizaje de las fracciones puede hacerse a través
de manipulaciones de material y juegos.

— En el aprendizaje de las fracciones lo importante, po-
siblemente, es la aplicacién de esquemas operatorios multlph—
cativos, lo perceptivo serfa secundario.

De acuerdo con nuestras hipotesis concebiremos un enfo-
que metodolégico y seleccionaremos (o inventaremos) mate-
rial a usar, juegos que podemos hacer, etc.

Abhora bien, si no tenemos unas hip6tesis de las que partir
pero, a-pesar de todo. queremos investigar, pongdmonos a
elio.

Las hipdtesis, las ideas sugerentes, irdn apareciendo a me-
dida que avancemos en nuestro trabajo, conversemos y ju-
guemos con los-alumnos, nos percatemos de nuestros aciertos
y de nuestros errores, Todo tiene un por qué. Lo atractivo es
indagar su respuesta y comprobarla,

¢) Elaboracién de un cuadro que, en principio, no es més
que un borrador, una gnia de trabajo. En él ordenamos, con-
catenamos y relacionamos lo que pretendemos hacer.
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El desarrollo del trabajo casi nunca se ajustara a lo progra-
mado en principio. A pesar de conocer este extremo es conve-
niente elaborarlo para no perdernos en improvisaciones inco-
nexas. La experiencia directa nos ird indicando en qué estaba-
mos equivocados, qué no habiamos previsto y qué deberemos
eliminar, reorientar o introducir.

La siguiente tabla es una muestra sencilla a mve] de 'ini-
ciacién a las fraccmnes

Orden | Experiencia-Materiales Objetivos

Partir cuartilias de pa- Convenir la romencla-
pel bajo consigna. tura.

1 Poner nombre Descubrir equivalen-
{Simbologia) cias.
Familia de medios-

* | cuartos, *

Partir cuartillas con Descubrir distintas
consignas similares. formas de fraccionar.

2 Representacién de lo Dominio de los
hecho mediante &rbo- arboles.
les graficos.

Juego de cartas con los Calcular equivalencias
3 fragmentos de papel

El por qué de introducir las fracciones por medio de fragmenta-
ciones de material continuo (cuartilla de papel), en nuestro ejemplo;
el por qué de la utilizacién de 4rboles grificos; las normas del juego
de cartas, etc., ird siendo escrito y fundamentado en el cuaderno
‘propio de trabajo o diario del que mas adelanted hablaremos.
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Entramos con este punto en el nicleo de la problemitica
investigadora del maestro, El disefio de una sesion ha de ser
preciso y coherente con las hipétesis de fondo y el marco
programatico general, pero abierto. Su aplicacién ha de ser
flexible y susceptible de cambios segin se vaya desarrollando
en el aula. '

El disefio de una sesion no e¢s mas que la previsién, cuida-
dosamente estudiada, de lo que haremos en clase. Con fre-
cuencia las previsiones no se cumplen tal ¥y como habiamos
anticipado. Esta cirscunstancia no invalida el método de tra-
bajo; por el contario, lo reafirma en el sentido de que para
nosotros ello supone una reflexién permaneite sobre nuestro
trabajo y el de los alumnos, un tanteo experimental conti-
nuado. )

Veamos un ejemplo de preparacién de sesion.

Siguiendo con nuestro tema y de acuerdo con la programa-
cién marco prevista (casilla 1) preveemos log siguientes pun-
tos ordenados cronolégicamente:

- trabajo colectivo bajo consigna del maestro
--- material: cuartillas de papel ’

1.- Puesto que vamos a dedicarle tiempo a esta inves-
tigacién anirmarlos y explicarles ¢c6mo lo vamos a ha-
Cer,

2.- Repartir varias cuartillag a cada uno. Formar una
y hacer medios. Convenir su nominacién matematica.

. 3.- Preguntas directas e inversas:

. ® ;De una cuartilla entera cuantos medios ob-
tienes? _ '
¢Y de dos? ...




"® ;Cuantos medios necesitas para formar un-
entero? ‘
Y dos?...

4.- Partir una cuartilla en cuatro partes iguales-
Nomenclatura matematica y preguntas de igual senti-
do. ‘

5.- Llegar a octavos, si puede ser.

4.— EL CUADERNO DE TRABAJO O DIARIO

Este instrumento de investigacion no tiene relacién con las
técnicas Freinet de «El libro de vida» o «El diario escolary,
‘aunque encaje perfectamente con ellas. Consiste en un
cuaderno, carpeta o carpetas de trabajo en donde iremos ano-
tando el seguimiento de nuestra investigacién.

£{Como hacerlo? Una forma sencilla es la que voy a tratar
de sintetizar. '

En nuestro cuaderno conviene tener la programacién mar-
€0, que nos servira de referencia. Ademas, es fundamental
escribir las tesis de partida, las hipétesis a experimentar v el
cariz metodolégico que intentaremos dar a la investigacion,
pues, como seguridad, tendremos que volver sobre ellos ¥ re-
tocarlos continuamente.

Anotaremos el disefio de la sesién o experiencia que hemos
preparado. Una vez realizada volvemos a nuestro cuaderno y
anotamos si se cumplieron o no las previsiones, las dificulta-
des que hemos encontrado, los imprevistos surgidos, etc.

Por ejemplo, en el disefio antes expuesto a modo ilustrativo
se pasd por alto un problema importante que normalmente
surge en clase y que es de la mayor importancia: el problema
de la igualacién de las partes o conservacién de la cantidad in-
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terpartes. En la experiencia de obtener cuartos {punto 4) suce-
de que no todos dividen la cuartilla de la misma forma. Unos
nacen medios y, después, éstos los convierten en cuartos del
modo siguiente:

I
i
1
i
|
|

En cambio, otros nifios efectian su particién asi;

Otros la hacen de la siguiente forma:

Nos encontramos inesperadamente con que hay diferentes
tipos de cuartos de un mismo entero:




XX1o

Para muchos nifios su equivalencia no es evidente. Si pre-
guntamos si todos son cuartos o si todos tienen la misma can-
tidad de papel nos sorpreridemos de sus respuestas.

He aqui una situacién experimental conflictiva surgida al
hilo de la investigacién general emprendida y que no
habiamos previsto, pero que es una situacién problemética
cuya explotacién debemos aprovechar. Las’ reflexiones que
hagamos sobre ello, las soluciones qué intentemos aplicar,
etc., nos serviran de base para preparar la sesidn siguiente,

Es bueno tomar nota de todo ello: la situaci6n encontrada,
las frases de algunos nifios; nuestra explicacién de las posibles
causas de no ver esas equivalencias y por dénde encontra-
riamos su solucidn; a qué puede ser debido que otros alumnos
no encuentren ese problema, etc.

Como se vé, esta técnica de trabajo es semejante a un
diario. «Diario» porque es un seguimiento continuo y met6-
dico de nuestra investigacién, pero ticne poco que ver con el
«DIARIO» en su version literaria.

La técnica del diario es un medio para.aprender de nuestra
propia experiencia, un instrumento para construir teoria a
partir de nuestra propia préctica.

Es cierto que hay otras formas de investigar y de hacer el
seguimiento. En mi opinidn, la técnica del diario es la mas
util, entre otras razones porque incide directamente en el
aprendizaje del maestro.

Posiblemente, cuando lleguemos al término de nuestra in-
vestigacidn no estaremos satisfechos con ella. Habremos co-
metido muchos fallos, habremos dejado algunas o llegado a
un callején sin salida, Pues bien, si todo ello consta en
nuestro diario estaremos en condiciones de saber cémo
deberiamos haber hecho las cosas. Légicamente, cuando du-
rante otro curso nos enfrentemos también a la misma o pare-
cida investigacién, ya disponemos de un climulo de refle-
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xiones, experiencias € incluso materiales (si nos hemos toma-
do la molestia de conservar las fichas, juegos y demdas cosas
preparadas por nosotros mismos) que nos serviran de hilo
conductor para que nuestro trabajo sea exitoso.

Por otra parte, esta técnica de trabajo personal se revela es-
pecialmente valiosa cuando se participa en seminarios o ‘gru-
pos de trabajo de cualquier tipo. Nos vale tanto para aportar
de forma sistematizada nuestra experiencia como para acoger
propuestas de los demas.

Y si nos vemios en la situacion de tener que transcribirla te-
nemos dispuestos todos los elementos necesarios para ello.
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v
CONSIDERACIONES DIDACTICAS

El método de trabajo expuesto estd en intima intérdepen-
dencia con las convenciones previas y lo que entendemos por
investigar. Ahora bien, al maestro, mixime si trabaja en
Ciclo Inicial o Ciclo Medio, le es imposible llevar €l mismo su
propia investigacion en todas las 4reas, por el esfuerzo que es-
to supone. Sin embargo si estd a su alcance crear un clima
apropiadq para la investigacién, es decir, organizar el aula y
¢l trabajo “y*procurar unas relaciones humanas que favorez-
can y“estimulén la participacion activa de los nifios.

te: *

a) El trabajo en matemdaticas necesita mayor sistematiza-
cién que en otras dreas. Por ello conviene ser méas precisos en
su preparacion y tener clara una metodologia a la hora de ac-
tuar en clase.

b) De la exposicion del método de trabajo antes hecha se
puede corregir que Ja forma en que actuemos en clase es de-
terminante. Es fundamental establecer unas relaciones no
autcritarias en clase como es imprescindible algo que
podriamos llamar autoritarianismo, esto es, confianza, por
parte de los niflos en la conduccién que el maestro vaya reali-
zando, aceptacién de sus sugerencias ¢ indicaciones, recepti-
vidad a las propuestas del maestro.

¢) La mejor forma de obtener informacidn de las dificulta-
des de los nifios y de aproximarnos al conocimiento de sus
mecanismos mentales es participando con ellos en pequefios

En lo tocante a matemdticas si debemos resaltar lo siguien-
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Erupos, en el juego o en la experiencia de cualquier tipo que
estén haciendo. Intervenir y dialogar con interrogantes como
«cOmo lo has conseguido», «;Qué has hecho con la cabeza
para resolverlo?»... nos proporciona una informacién que
necesitaremos para proveernos de una teoria que necesitare-
mos como guia en el trabajo.

El método estadistico, por el que tantos sienten debilidad,
no nos vale de mucho.

Recientemente se han publicado trabajos que pretenden
construir un modelo didictico genérico extrapglando a otras
areas elementos de la investigacién del medio en la escuela.
Nobles y valiosos intentos, pero que muestran dos debilida-
des:

Una, conceder excesiva importancia a la investigacién en la
escuela siguiendo las pautas de la denominada investigacion
del medio. Esperemos que, pasada la moda actual, se re-
equilibren las posturas.

Otra, un cierto desconocimiento practico de la pedagogia
Freinet, o en sentido amplio, de la pedagogia de Escuela Mo-
derna, pues mucho de lo que se publica actualmente en revis-
tas especializadas no es muy diferente de lo que hace afios ya
era tradicion en colectivos pedagbgicos afines a esa corrignte
pedagégica. Con frecuencia las palabras y frases de moda en-
cubren viejas realidades.
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FE DE ERRATAS
)

— Pag. 11, linea I8 v sgs. Donde dice: «En las paginas ...
participes del mismo». debe decir «En las paginas siguientes
intentaremos desarrollar esta idea mostrandonos partidarios
de un modelo de creacion didactico en el que los alumnos son
participes del mismoy.

— Pag. 25, linea 4 y sgs. Donde dice: «M4s ain, ... inte-
riorizacion de las acciones y...» debe decir «Mas aiin, es con-
siderando al ifidividuo como sujeto total de aprendizaje como
retomainos el asunto de los apriorismos de nuestra sensibili-
dad: espacio y tiempo. No hay en nuestro ¢conocimiento nada
que no se apoye en ¢l espacio y en el tiempo, en un movimien-
to continuo base de nuestro pensamiento.,

Si no despreciamos el tema piagetiano de Ia interiorizacion
de las acciones y de la coordinacion de esas...»

— Pag. 32, linea 16. Donde dice «dirigirse» debe decir «di-
rigir».

— Pag. 48. En el rotulo SERIACIONES, ORIENTA-

CIONES, RITMOS debe leerse SERIACIONES, ORDENA-
CIONES Y RITMOS.

— Pég. 83, linea 11. donde dice «poderemos a experien-
cias» debe decir: «podremos pasar a realizar otras experien-
cias de».

— Péag. 84. En las cuatro altimas lineas debe leerse:

«~ Descomposiciones numéricas:

23 =20 + 3
23 = dos decenas (vasos) y tres unidades (sueltos)».



LA GLOBALIZACION es, desde el punto de vista del
M.C.E.P., un método natural y vivo de aprendizaje de la
realidad.

Las Matematicas deben ser entre otras cosas, pero de una
manera fundamental, un instrumento de analisis de la reali-
dad.

Este libro pretende ser una aportacion mas a ese intento
de unir aprendizaje y realidad, dentro de una escuela abierta
y cooperativa, en la que nifios, maestros y padres deben ju-
gar un papel fundamental y que concibe la educacion coma
desarrollo y elevacion de todas y cada una de las facetas de
la persona humana y, por lo tanto, también de la faceta ma-
tematica.

n‘-



	c89696d0328614a69b03e1d5188c3b4b60f2a94ede6a0b9ad2462e38c63b7775.pdf
	c89696d0328614a69b03e1d5188c3b4b60f2a94ede6a0b9ad2462e38c63b7775.pdf

